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Notations et présentation du problème

� On désigne par N l’ensemble des entiers naturels, par Z l’anneau des entiers relatifs, par R le
corps des nombres réels et par C celui des nombres complexes.

� On note R∗+ l’ensemble des réels strictement positifs et N∗ l’ensemble des entiers strictement
positifs.

� Soient E et F deux ensembles quelconques. On note E \ F, l’ensemble des éléments qui
appartiennent à E mais pas à F.

� Lorsque le corps K est égal à R ou C, on identifie polynômes et fonctions polynômiales
associées. On note K[X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans K et, pour n entier,
Kn[X] le sous-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

� Si E est un K-espace vectoriel, on note L(E) l’ensemble de ses endomorphismes.

� On note indifféremment, lorsque la notion est bien définie,
dn f
dxn (x) ou f (n)(x) la dérivée n-ième

d’une fonction f en un point x. Par convention, pour n = 0, f (0)(x) = f (x).

� On note C0(R,C) (respectivement C∞(R,C)) l’ensemble des fonctions continues (respective-
ment infiniment dérivables) sur R et à valeurs dans C.

Dans la première partie, on introduit la famille des polynômes d’Hermite (Hn)n∈N. On établit son
orthogonalité pour un certain produit scalaire, ainsi que d’autres propriétés. Après avoir étudié, en
partie II, quelques propriétés de la fonction Γ utiles par la suite, on définit et étudie dans la partie
III la dérivation d’une fonction à un ordre s ∈ R, ceci pour une classe appropriée de fonctions.
Ce travail permettra de définir une famille de fonctions (Hs)s∈R qui étend naturellement la famille
des polynômes d’Hermite (Hn)n∈N. L’étude des propriétés de cette famille, en lien avec l’équation
différentielle d’Hermite, fera l’objet de la partie IV.

Partie I : Polynômes orthogonaux d’Hermite

1. (a) Soit un couple (P,Q) ∈ R[X]2.
Montrer que la fonction de la variable réelle x définie par : x �→ P(x)Q(x)e−x2

est intégrable
sur R.

(b) On note < , > l’application définie sur R[X]2 par :

∀(P,Q) ∈ R[X]2, < P,Q > =
∫ +∞
−∞

P(x)Q(x)e−x2
dx.

Établir que l’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

Dans la suite du problème, on munit R[X] de cette structure d’espace préhilbertien réel.

2. Montrer qu’il existe une suite (Qk)k∈N d’éléments unitaires de R[X] deux à deux orthogonaux
telle que, pour tout n ∈ N, le sous-espace engendré par Q0, . . . ,Qn soit Rn[X].
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(b) Pour s ∈ ] −∞, 0[ et n ∈ N tels que s + n < 0, établir l’égalité :

D(s) ◦ d(n) = d(n) ◦D(s) = D(s+n).

(c) Pour s ∈ R et (n,m) ∈ N2 tels que s < n et s < m, établir l’égalité :

d(n) ◦D(s−n) = d(m) ◦D(s−m).

Pour f ∈ S0 et lorsque s � 0, la fonction u �→ u−s−1 f (x − u) peut ne pas être intégrable sur ]0,+∞[.
Aussi, lorsque s � 0, l’opérateur D(s) ne peut pas être défini à l’aide de la formule intégrale :

∀ f ∈ S∞, D(s)( f
)
(x) =

1
Γ(−s)

∫ x

−∞
(x − u)−s−1 f (u)du =

1
Γ(−s)

∫ +∞
0

u−s−1 f (x − u)du.

En s’appuyant sur les questions précédentes, on définit, pour s ∈ R, un opérateur D(s) sur S∞ de
la façon suivante :

D(s) = D(s−n) ◦ d(n) où n ∈ N est tel que s < n.

On a montré à la question précédente que cette définition est indépendante de l’entier naturel n
choisi tel que s < n. De manière explicite :

∀ f ∈ S∞, ∀x ∈ R, D(s)( f
)
(x) =

1
Γ(n − s)

∫ +∞
0

un−s−1 f (n)(x − u)du.

22. Montrer que dans L(S∞), on a, pour tout (s, s′) ∈ R2, l’égalité : D(s+s′) = D(s) ◦D(s′).

23. Soit f ∈ S∞ et x ∈ R. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a : D(n)
(

f
)
(x) = f (n)(x).

24. Soit f ∈ S∞. Établir que la fonction : (x, s) �→ D(s)
(

f
)
(x) est continue sur R2.

Partie IV : Étude des polynômes d’Hermite généralisés.

On montre dans cette partie que la définition des opérateurs de dérivation (D(s))s∈R permet
d’étendre la famille des polynômes d’Hermite (Hn)n∈N donnée par :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Hn(x) = ex2
D(n)(e−x2

)

en une famille des polynômes d’Hermite généralisés (Hs)s∈R :

∀s ∈ R, ∀x ∈ R, Hs(x) = ex2
D(s)(e−x2

).

25. Montrer que x �→ e−x2
appartient à l’espace S∞, ce qui justifie la définition de la famille des

polynômes d’Hermite généralisée, (Hs)s∈R.

26. Démontrer que, pour tout réel s et pour tout entier m ∈ N tel que s < m, on a :

∀x ∈ R, Hs(x) =
1

Γ(m − s)

∫ +∞
0

Hm(x − u)e−u2+2xuum−s−1du.
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36. Pour tout s ∈ R, on pose :
∀x ∈ R, H̃s(x) = Hs(−x).

(a) Montrer que H̃s est solution de (Es).

(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur s pour que le couple (Hs, H̃s) soit
une base de l’espace des solutions de (Es).

37. On veut préciser le comportement de Hs(x) lorsque x tend vers −∞.

(a) On fixe un entier n. Pour t ∈ R, on pose : gn(t) = e−t2 −
n∑

k=0

(−1)kt2k

k!
.

Montrer que :
∣∣gn(t)

∣∣ �
t2n+2

(n + 1)!
.

(b) On se place dans le cas s < 0. Établir, pour tout entier n ∈ N, l’existence d’un développe-
ment :

∀x ∈] −∞, 0[, Hs(x) = (−2x)s

(
n∑

k=0

(−1)k(−s)2k

k!
(2x)−2k +O

(
x−2n−2)

)

lorsque x tend vers −∞.

(c) Montrer qu’un tel développement existe, en fait, pour tout s ∈ R.

(d) En déduire un équivalent de Hs(x) lorsque x tend vers −∞.

38. On étudie maintenant le comportement de Hs(x) lorsque x tend vers +∞.

(a) Démontrer que, pour s ∈ R \N, Hs(x) ∼
√
π

Γ(−s)
x−s−1ex2

lorsque x tend vers +∞. On pourra

commencer par traiter le cas où s < 0.

(b) Lorsque s ∈ R \ N, la fonction Hs(x) admet- elle au voisinage de +∞ un développement
de la forme de celui établi en question 37 (b)?

FIN DU SUJET

– 7–
‒ 7 ‒




