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Étude de cas informatique

Préliminaires

Cette épreuve a pour objet l’étude du cas des compétitions d’ultimate. Chaque partie com-
prend la définition d’un certain nombre de problématiques à résoudre et présente des objectifs
concrets, ainsi que la réflexion sur les moyens de les atteindre. Il est conseillé de bien lire l’en-
semble du sujet avant de commencer à répondre à l’une des parties.

Attendus. Il est attendu des candidates et des candidats des réponses construites. Ils seront
aussi évalués sur la précision, le soin et la clarté de la rédaction. Notamment, tout code doit être
lisible, intelligible et documenté.

Dépendances. Ce sujet contient cinq parties. Les différentes parties et un grand nombre de
leurs questions sont largement indépendantes. Il est possible d’aborder les différentes parties
dans l’ordre qui vous conviendra le mieux mais en indiquant clairement à quelle question il est
répondu.

Description du système étudié

L’ultimate. L’ultimate (ou flying disc en anglais) est un sport collectif inscrit au mouvement
olympique. L’origine de ce sport est attribuée à des étudiants de l’Université de Yale, en 1940.
Le jeu consiste à se transmettre un disque volant (aussi connu sous le nom de frisbee) 1 entre les
joueurs d’une même équipe pour progresser sur le terrain de jeu. Lorsqu’un joueur réceptionne
le disque, il ne peut plus se déplacer, mais peut établir un pied pivot (comme au handball, par
exemple). Il a alors 10 secondes pour effectuer une passe à un(e) membre de son équipe.

Le but du jeu est donc d’amener le disque dans la zone de but adverse par une succession de
passes entre les joueurs d’une même équipe. Si une passe est échouée, atterrit hors des limites
du terrain ou est interceptée par l’équipe adverse, alors cette dernière récupère la possession
du disque (l’attaque) et doit à son tour progresser par passes successives pour rejoindre son
extrémité de terrain. Un point est marqué quand un joueur réceptionne le disque transmis par
un membre de son équipe dans la zone d’en-but. Après chaque point marqué, les équipes se
tiennent sur leur ligne d’en-but. L’équipe qui a marqué le dernier point lance le disque. L’autre
équipe prend possession du disque là où il atterrit et devient alors l’équipe attaquante.

Les matchs. Un match d’ultimate se remporte, soit en 15 points, soit au temps (100 min).
Dans le second cas, à la fin du temps réglementaire, le score à atteindre est alors le score le

1. « Frisbee » est une marque déposée de l’entreprise Wham-O-Holding basée à Hong Kong.
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plus haut +1 point—ce qu’on appelle le « cap à 1 », dans la limite des 15 points. Par exemple,
si le score est de 13 – 10 à la fin du temps réglementaire, alors la première équipe à atteindre
14 points (13+1) gagne le match. L’ultimate se pratique dans sa version la plus courante sur
terrain en herbe à l’extérieur (7 contre 7), mais peut aussi se pratiquer en intérieur (5 contre 5),
ou sur la plage (5 contre 5).

L’ultimate se démarque des autres sports collectifs par le fait qu’il s’agit d’un sport auto-
arbitré, quel que soit le niveau auquel il est pratiqué. Chaque joueuse/-eur ou équipe peut donc
appeler une faute, ce qui suspend le jeu (mais pas le décompte du temps) et engage une phase
d’échange entre les joueurs pour décider si le jeu doit se poursuivre, ou si les joueurs doivent
revenir à la situation de jeu précédant la faute. Par exemple, les contacts étant interdits, un
joueur peut appeler une faute s’il s’estime gêné dans ses déplacements ou empêché d’effectuer
une passe.

Les compétitions. En compétition, on retrouve plusieurs catégories : open, femmes, mixte
(4 hommes/3 femmes ou 4 femmes/3 hommes). Il n’existe donc pas de catégorie réservée ex-
clusivement aux hommes, la catégorie open étant aussi ouverte aux femmes. Les compétitions
d’ultimate peuvent prendre plusieurs formes.

La formule championnat regroupe un ensemble d’équipes qui doivent toutes se rencontrer.
Pour chaque journée du championnat, une équipe rencontre une et une seule autre équipe ad-
verse. Un championnat peut être organisé en 2 phases : une phase aller et une retour. Le nombre
de phases est décidé en amont d’un championnat et détermine le nombre de journées à jouer en
fonction du nombre d’équipes inscrites.

La formule tournoi consiste en un mini-championnat qui est organisé sur un jour—ou un week-
end—entre un nombre restreint d’équipes qui se rencontrent en une seule phase. En fonction
du nombre d’équipes inscrites à un tournoi, il est possible de répartir ces dernières de manière
équilibrée (plus ou moins une équipe selon le nombre d’équipes inscrites au tournoi) dans un
ensemble de poules afin de limiter le nombre total de matchs joués.

La formule division consiste quant à elle en une succession de tournois. Les équipes concur-
rentes peuvent alors être réparties sur un ensemble de divisions. Par exemple, 30 équipes peuvent
être réparties en 6 divisions de 5 équipes. À chaque journée, le premier de chaque division est
promu dans la division supérieure (s’il en existe une), tandis que le dernier du groupe descend
dans la division inférieure (si elle existe). Le nombre de journées est déterminé à l’avance.

Les classements. À la fin de toute compétition, il est possible d’établir un classement qui
correspond à un ordre total des équipes engagées. Les règles de classement d’une compétition
sont déterminées avant que celle-ci ne débute. Ces règles déterminent notamment le nombre de
points attribués par victoire, ainsi que la gestion des situations d’égalité entre plusieurs équipes
(e.g., en favorisant l’équipe qui a marqué le plus de points).

Toutes les formules peuvent éventuellement se conclure par une session de playoff. Durant
cette session, les 2N meilleures équipes de la phase préliminaire sont alors convoquées pour se
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rencontrer dans une série de matchs à éliminations directes (e.g., quart de finale, demi-finale,
finale pour une session de playoff à 8 équipes). La sélection des couples d’équipes pour les N/2
premiers matchs d’une session playoff peuvent être déterminés aléatoirement entre les équipes
sélectionnées, ou en tenant compte du classement (e.g., la 1e équipe contre la 8e, la 2e contre
la 7e, etc.). L’ordre dans lequel les couples sont établis fixe alors la suite des matchs jusqu’à la
finale. L’équipe qui gagne alors la finale est alors proclamée gagnante de la compétition.

En dehors des compétitions officielles, il existe également des tournois ouverts, appelés hat.
Les joueuses/-eurs s’y inscrivent de manière individuelle et la composition des équipes est tirée
au sort, en respectant des conditions de parités et en essayant d’équilibrer les équipes. Outre,
le genre, les joueuses/-eurs indiquent leur niveau de jeu et leur poste de prédilection (passeur,
receveur, sans préférence) afin de constituer des équipes d’un niveau équivalent. Une fois les
équipes constituées, ces tournois ouverts suivent le même règlement qu’une compétition de for-
mule tournoi.

Dans la suite de ce sujet, nous nous intéressons à la modélisation d’un système information
en ligne, commme une application web par exemple, qui permettrait de gérer des compétitions
organisées par les fédérations d’ultimate, depuis l’inscription des joueurs à une compétition,
jusqu’à la gestion des résultats.

Partie I. Application mobile

Dans un premier temps, nous souhaitons concevoir une application web permettant i) aux
spectateurs de suivre l’évolution du score d’un match depuis leur téléphone, et ii) aux joueurs
de mettre à jour ce score en direct. Nous proposons notamment de nous intéresser à l’interface
graphique permettant de consulter le score des matchs d’une compétition.

Question 1. Le domaine sur lequel est déployé l’application est https://app.ultimate.fr/.
Expliquez à quoi fait référence le caractère s du protocole https://. Quel est le port réseau
standard associé à ce protocole ?

Question 2. Quel est l’intérêt d’avoir recours au protocole HTTPS pour une application web ?

Question 3. Sur quelles couches du modèle OSI (Open Systems Interconnection) repose le
protocole HTTPS ?

Question 4. Écrire une requête HTTP minimale permettant d’afficher la page principale de
l’application web étudiée, et expliquer le rôle de chacun de ses champs.

Question 5. Chaque compétition doit pouvoir disposer de sa propre adresse pour consulter
facilement les scores et autres informations relatives à son organisation (composition des équipes,
planning des matchs, classement temporaire, etc.). Proposez une structuration d’URL pour
l’application web qui permette de consulter le score d’un match m organisé dans le cadre de la
compétition c.
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Figure 1 – IHM de la page de suivi d’un match accessible pour un spectateur. Le contenu
de la page est centré et les polices sont volontairement agrandies pour faciliter la lecture des
informations importantes. De haut en bas, les liens hypertextes permettent d’accéder à la liste
des matchs en cours et le(s) classement(s) de la compétition. Le temps restant indique le nombre
de minutes et secondes à jouer avant la fin du temps officiel. En cas d’application du “cap à
1”, le temps restant compte à partir de zéro jusqu’à ce que le vainqueur du match soit désigné.
L’historique des scores, indiqué dans la partie inférieure de l’écran, liste la séquence des précé-
dents scores du match.

Question 6. Est-il possible de faire en sorte que la même application web côté serveur puisse
servir des requêtes en provenance de clients de types «navigateur web» ou «application mobile
dédiée» ? Si non, pourquoi ? Si oui, comment peut-elle le faire ?

Question 7. Le code compilé d’une telle application mobile de suivi des matchs peut-il s’exécu-
ter sur n’importe quel équipement ? Pourquoi ? Est-ce également le cas du code de l’application
web ? Pourquoi ?

Question 8. Du point de vue du réseau, discutez les avantages et inconvénients d’utiliser une
application mobile dédiée ou une application web pour fournir un service de suivi de scores.

Partie II. Gestion d’un match d’ultimate

Nous proposons ensuite de nous intéresser plus spécifiquement à l’interface humain machine
(IHM) permettant de suivre en direct le score des matchs d’une compétition. Dans cette par-
tie, nous considérons plus précisément le cas d’une interface HTML qui est accessible depuis
n’importe quel navigateur web comme, par exemple, celle illustrée dans la figure 1.

Question 9. Donnez le code HTML/CSS statique qui correspond à l’esquisse d’IHM décrite
dans la figure 1. Les informatiques relatives au nom des équipes, des scores et de l’historique
peuvent être indiqués dans le texte de la réponse.
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Question 10. Enrichissez le code HTML/CSS précédent pour proposer une solution supportant
la mise-à-jour dynamique, i.e. sans rechargement de la page, de l’affichage du score d’un match
en cours, ainsi que l’historique de l’évolution du score pour ce match.

Question 11. Donnez le code JavaScript qui permet à l’application cliente de recevoir les
informations relatives à l’évolution du score du match consulté. Le code proposé doit permettre
d’être informé qu’un point vient d’être marqué par l’une ou l’autre des deux équipes sur le
terrain. Le nombre de points de l’équipe qui vient de marquer doit s’afficher en gras.

Dans un second temps, nous proposons d’enrichir cette page HTML pour ajouter des boutons
de contrôle du score qui ne soient accessibles qu’aux joueurs. Ces boutons correspondent aux
parties grisées dans la figure 1. En cliquant sur le nom d’une équipe des deux équipes, un joueur
autorisé incrémente alors immédiatement le score de cette équipe.

Question 12. Pourquoi l’utilisation de HTTPS ne suffit pas à limiter l’accès aux boutons de
contrôle du score ? Décrivez précisément une solution, sans en fournir le code, pour restreindre
l’accès à cette page à un ensemble de joueurs autorisés.

Question 13. Donnez le code JavaScript de la fonction marquerPoint(equipe), invoquée en
cliquant sur le bouton associé à l’équipe equipe pour incrémenter le score d’une unité en sa
faveur.

Question 14. Expliquez précisément comment il est possible pour l’application web de s’assurer
qu’un point qui vient d’être marqué n’est pas comptabilisé plusieurs fois par plusieurs joueurs
qui seraient connectés simultanément sur cette page.

Question 15. Proposez une solution côté client, en JavaScript, pour que des accès concurrents
des joueurs ne conduisent pas à incrémenter plusieurs fois le score d’une même équipe pour
enregistrer un point qu’elle viendrait de marquer.

Question 16. Est-il également nécessaire de modifier le code de l’application côté serveur pour
éviter cette situation ? Pourquoi ?

On considère la définition Python d’un match d’ultimate entre 2 équipes sous la forme de
classes Python permettant de consulter et manipuler le score comme suit :

class Equipe:
def __init__(self,name):

self._name = name

def __str__(self):
return self._name

def __repr__(self):
return f’Equipe({self._name})’
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class Match:
def __init__(self, locaux, visiteurs):

if locaux == visiteurs:
raise Exception("Les équipes doivent être distinctes.")

self._score = {locaux:0, visiteurs:0}
self._dernier = None

def equipes(self):
return self._score.keys()

def score(self):
return self._score.copy()

def gagnant(self):
return max(self._score, key=self._score.get)

def perdant(self):
return min(self._score, key=self._score.get)

def marquerPoint(self, equipe):
self._score[equipe] += 1
self._dernier = equipe

def annulerPoint(self):
if self._dernier is None:

raise Exception("Aucun point à annuler.")
self._score[self._dernier] -= 1
self._dernier = None

def __str__(self):
return self._score

À chaque match est donc associé 2 équipes distinctes (les locaux et les visiteurs) et un score
initial fixé à 0 - 0.

Question 17. Dans la suite du sujet, nous souhaitons utiliser la classe Equipe dans différentes
structures de données, comme des dictionnaires, en nous assurant que le nom de l’équipe est
bien unique, i.e. on s’attend à ce que l’expression Equipe("TCHAC") == Equipe("Tchac") soit
évaluée à vrai. Complétez le code de la classe Python Equipe décrite ci-dessus afin de pouvoir
l’utiliser comme clé d’identification d’une équipe au sein d’une compétition.

Question 18. Donnez le code Python d’une classe GestionMatch qui permet de gérer un match
d’ultimate. La solution proposée doit notamment permettre d’implémenter la règle du “cap à
1” en tenant compte de tous les états dans lesquels un match peut être (planifié, en cours, cap,
terminé). Le code attendu doit expliciter ces états et l’ensemble des méthodes et attributs requis
pour suivre l’évolution du score d’un match.

Pour information, les scores sont mémorisés dans une base de données SQL via une table
HistoriqueScores dont la définition est donnée comme suit :
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CREATE TABLE Equipes (
EquipeID INT PRIMARY KEY AUTO_INCREMENT,
Nom VARCHAR(255) NOT NULL UNIQUE

);

CREATE TABLE Matchs (
MatchID INT PRIMARY KEY AUTO_INCREMENT,
EquipeAID INT,
EquipeBID INT,
FOREIGN KEY (EquipeAID) REFERENCES Equipes(EquipeID)
FOREIGN KEY (EquipeBID) REFERENCES Equipes(EquipeID)

);

CREATE TABLE HistoriqueScores (
HistoriqueID INT PRIMARY KEY AUTO_INCREMENT,
MatchID INT,
ScoreEquipeA INT,
ScoreEquipeB INT,
Estampille TIMESTAMP DEFAULT CURRENT_TIMESTAMP,
FOREIGN KEY (MatchID) REFERENCES Matchs(MatchID)

);

Question 19. Donnez la requête SQL permettant de récupérer le score courant du match qui
oppose les équipes YAKA et TCHAC.

Question 20. Proposez une solution pour annuler le dernier point marqué si une équipe
appelle une faute qui remet en cause ce point. On considère ici qu’il n’est pas utile de conserver
une trace de la faute qui a conduit à l’annulation du point. Si le code client nécessite d’être
modifié, décrivez les changements à apporter au code HTML, CSS, et JavaScript pour mettre
en place cette fonctionnalité du côté client. Si le code serveur nécessite d’être modifié, décrivez
les changements à intégrer au code Python et à la base de données.

Partie III. Gestion de tournois d’ultimate

Nous proposons désormais d’étudier l’organisation de tournois d’ultimate qui se dérouleraient
en deux temps : une étape préliminaire de poules, suivie d’une étape finale de playoff permettant
de déterminer l’équipe gagnante d’un tournoi. Le nombre de poules d’un tournoi est déterminé
en fonction du nombre de créneaux horaires disponibles, du nombre de terrains et du nombre de
phases (par défaut, une seule phase est organisée). Lors de l’étape préliminaire, par souci d’équité,
il est souhaitable qu’une équipe ne joue pas deux matchs dans deux plages consécutives d’une
même journée, leurs laissant ainsi un temps suffisant de récupération.

Question 21. En partant du principe qu’un tournoi dispose de t terrains et c créneaux ho-
raires, donnez le code Python de l’algorithme liste_combinaisons(t,c) qui liste les différentes
combinaisons de nombres d’équipes (n) et de poules (p) acceptables en cherchant à maximiser
le nombre d’équipes qu’il est possible d’inscrire à un tournoi en fonction du nombre de poules
retenues par les organisateurs. En sachant qu’il est inutile qu’une équipe ne s’inscrive pour jouer
moins de 3 matchs, ignorez toute combinaison qui ne respecte pas cette contrainte. Par exemple,
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l’appel à la fonction liste_combinaisons(4, 10) pour calculer les combinaisons possibles avec
4 terrains et 10 créneaux devra retourner {3: 12, 2: 10, 1: 6}—i.e., un maximum de 12
équipes peuvent s’inscrire si les organisateurs privilégient 3 poules, 10 équipes pour 2 poules ou
6 équipes pour une poule unique.

Question 22. Donnez le code Python d’une fonction liste_matchs(n,p) qui génère la liste des
matchs à jouer en fonction de la liste des n équipes inscrites et le nombre de poules souhaitées
p. Les équipes sont réparties aléatoirement et de manière équilibrée dans les poules (plus ou
moins une équipe selon le nombre total d’équipes). Le code produit doit obligatoirement faire
apparaître la notion de Poule d’un tournoi sous la forme d’une classe dont le constructeur prend
en paramètre la liste des équipes inscrites dans une poule donnée. La liste des matchs est générée
à la construction de la poule. La classe Poule doit également fournir le code d’une méthode
classement() permettant de retourner le classement courant d’une poule sous la forme d’une
liste ordonnée d’équipes. Les équipes sont classées en priorité par nombre de matchs gagnés, puis
par différence entre le nombre total de points marqués et le nombre total de points encaissés.

On s’intéresse maintenant à la planification d’un tournoi, c’est-à-dire l’association d’un match
à un créneau horaire et un terrain, exactement. Pour ce faire, on souhaite disposer d’une classe
Planning qui est initialisée avec une liste de matchs, un nombre de terrains et un nombre de
créneaux disponibles pour le tournoi. La liste de matchs est triée par terrain, puis par créneau—
i.e., les n premiers éléments de la liste correspondent aux matchs du 1er créneau sur les n terrains
disponibles, et ainsi de suite. La classe Planning permet ensuite de consulter un même planning
par terrain ou par créneau. La méthode par_terrain() retourne notamment un ensemble de
terrains qui contient une liste de matchs ordonnés par le créneau (un créneau non-occupé par un
match est associé à la valeur None). De manière similaire, la méthode par_creneau() retourne
une liste de créneaux qui contient un ensemble de terrains associés à un match (un terrain
non-occupé par un match est associé à la valeur None).

Question 23. Donnez le code Python de la classe Planning qui permet d’initialiser la structure
de données servant à gérer un planning de tournoi à partir des paramètres d’initialisation. La
classe doit fournir le code des fonctions par_terrain() et par_creneau() afin de consulter le
planning sous différentes vues.

Question 24. Donnez le code Python de 4 tests unitaires pour la classe Planning permettant
de s’assurer qu’un planning de tournoi généré respecte les contraintes d’organisation décrites
dans le sujet.

Question 25. Donnez le code Python d’une fonction creer_planning(matchs,t,c) qui
construit le planning d’un tournoi en tenant compte du nombre t de terrains disponibles et
le nombre c de plages horaires. Un planning alloue à chaque match un créneau horaire et d’un
terrain. N’hésitez pas à préciser quelle(s) optimisation(s) vous avez mise(s) en œuvre dans le code
de la fonction creer_planning(matchs,t,c) pour améliorer le temps de calcul d’un planning
correct.

Question 26. Donnez le code Python d’une fonction creer_playoff(nb_tours, poules) qui
sélectionne les premières équipes parmi la liste de poules d’un tournoi pour générer une liste
initiale de matchs de playoff, à élimination directe, qui se dérouleront en nb_tours tours jusqu’à
la finale.
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Question 27. Donnez le code Python d’une fonction tour_suivant(matchs) qui analyse la
liste des matchs joués pour préparer le tour suivant de la phase de playoff sous la forme d’une
nouvelle liste de matchs en faisant se rencontrer les gagnants du tour courant uniquement.

Question 28. Donnez le code Python d’une fonction joue_playoff(tours, poules) qui
utilise les fonctions des 2 questions précédentes pour orchestrer le déroulement de l’étape de
playoff et retourner le podium du tournoi sous la forme d’une liste ordonnée de 3 équipes, en
sachant que la troisième place est attribuée au terme d’une petite finale qui oppose les équipes
qui ont perdu leur demi-finale.

Partie IV. Gestion d’une compétition en divisions

On s’intéresse ici à la formule division qui offre une forme de compétition hybride, entre
championnats et tournois. À la différence des poules d’un tournoi, la composition des divisions
n’a rien d’aléatoire puisqu’elle s’appuie sur le classement des équipes à l’issue de la précédente
saison (qui n’était pas nécessairement organisée sous une formule division) pour déterminer
comment les équipes doivent être regroupées. À noter que toute nouvelle équipe doit intégrer la
dernière division.

Question 29. Donnez le code Python d’une classe CompetitionDivision dont le constructeur
prend pour paramètres i) un classement d’équipes (de la meilleure à la moins bonne), ii) la
taille maximale des divisions en terme de nombre d’équipes et iii) le nombre de journées pré-
vues pour cette compétition. Vous proposerez la structure de données adéquate pour gérer une
division, telle que décrite dans l’énoncé. Outre la définition du constructeur, la classe doit égale-
ment fournir une fonction classement() qui retourne le classement courant d’une compétition
comme une liste ordonnée d’équipes.

Question 30. Donnez le code Python d’une méthode prochaine_journee() au sein de la classe
CompetitionDivision qui, tant que le nombre de journées planifiées n’a pas été atteint, récupère
le classement de chaque division, pour créer les divisions de la prochaine journée de compétition
en respectant la règle décrite dans l’énoncé. La solution proposée doit conserver l’historique des
précédentes journées et la fonction classement_journee(journee), dont vous fournirez le code
Python, doit notamment permettre de récupérer le classement de la journée journee. Il est
attendu que cette méthode et cette fonction déclenchent une exception ValueError si elles sont
invoquées dans des conditions incorrectes (que vous expliciterez).

Question 31. Donnez le code Python d’une fonction
jouer_division(anciennes,nouvelles,taille,j) qui crée une compétition de type di-
vision, à partir de la taille maximale des divisions en terme de nombre d’équipes, des équipes
ordonnées anciennes qui étaient classées la saison précédentes et des équipes ordonnées
nouvelles qui sont inscrites à partir de cette saison, puis organise j journées de compétition.
La fonction retourne le podium de la compétition sous la forme d’une liste de 3 équipes
ordonnées.
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l’appel à la fonction liste_combinaisons(4, 10) pour calculer les combinaisons possibles avec
4 terrains et 10 créneaux devra retourner {3: 12, 2: 10, 1: 6}—i.e., un maximum de 12
équipes peuvent s’inscrire si les organisateurs privilégient 3 poules, 10 équipes pour 2 poules ou
6 équipes pour une poule unique.

Question 22. Donnez le code Python d’une fonction liste_matchs(n,p) qui génère la liste des
matchs à jouer en fonction de la liste des n équipes inscrites et le nombre de poules souhaitées
p. Les équipes sont réparties aléatoirement et de manière équilibrée dans les poules (plus ou
moins une équipe selon le nombre total d’équipes). Le code produit doit obligatoirement faire
apparaître la notion de Poule d’un tournoi sous la forme d’une classe dont le constructeur prend
en paramètre la liste des équipes inscrites dans une poule donnée. La liste des matchs est générée
à la construction de la poule. La classe Poule doit également fournir le code d’une méthode
classement() permettant de retourner le classement courant d’une poule sous la forme d’une
liste ordonnée d’équipes. Les équipes sont classées en priorité par nombre de matchs gagnés, puis
par différence entre le nombre total de points marqués et le nombre total de points encaissés.

On s’intéresse maintenant à la planification d’un tournoi, c’est-à-dire l’association d’un match
à un créneau horaire et un terrain, exactement. Pour ce faire, on souhaite disposer d’une classe
Planning qui est initialisée avec une liste de matchs, un nombre de terrains et un nombre de
créneaux disponibles pour le tournoi. La liste de matchs est triée par terrain, puis par créneau—
i.e., les n premiers éléments de la liste correspondent aux matchs du 1er créneau sur les n terrains
disponibles, et ainsi de suite. La classe Planning permet ensuite de consulter un même planning
par terrain ou par créneau. La méthode par_terrain() retourne notamment un ensemble de
terrains qui contient une liste de matchs ordonnés par le créneau (un créneau non-occupé par un
match est associé à la valeur None). De manière similaire, la méthode par_creneau() retourne
une liste de créneaux qui contient un ensemble de terrains associés à un match (un terrain
non-occupé par un match est associé à la valeur None).

Question 23. Donnez le code Python de la classe Planning qui permet d’initialiser la structure
de données servant à gérer un planning de tournoi à partir des paramètres d’initialisation. La
classe doit fournir le code des fonctions par_terrain() et par_creneau() afin de consulter le
planning sous différentes vues.

Question 24. Donnez le code Python de 4 tests unitaires pour la classe Planning permettant
de s’assurer qu’un planning de tournoi généré respecte les contraintes d’organisation décrites
dans le sujet.

Question 25. Donnez le code Python d’une fonction creer_planning(matchs,t,c) qui
construit le planning d’un tournoi en tenant compte du nombre t de terrains disponibles et
le nombre c de plages horaires. Un planning alloue à chaque match un créneau horaire et d’un
terrain. N’hésitez pas à préciser quelle(s) optimisation(s) vous avez mise(s) en œuvre dans le code
de la fonction creer_planning(matchs,t,c) pour améliorer le temps de calcul d’un planning
correct.

Question 26. Donnez le code Python d’une fonction creer_playoff(nb_tours, poules) qui
sélectionne les premières équipes parmi la liste de poules d’un tournoi pour générer une liste
initiale de matchs de playoff, à élimination directe, qui se dérouleront en nb_tours tours jusqu’à
la finale.
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Question 32. Les notions de divisions et de poules sont-elles différentes ? Est-il possible de
factoriser le code des classes associées ?

Partie V. Gestion d’un tournoi hat

Cette partie couvre enfin le cas particulier des tournois hat et de la gestion des joueuses/-eurs
qui y participent en s’inscrivant individuellement. Pour s’inscrire à un tournoi hat, les joueuses/-
eurs saisissent notamment leurs noms/prénoms, adresse, ville, niveau de jeu (évalué entre 1 et
10, 10 correspond à un niveau «excellent») et postes de prédilection (passeur, receveur, sans
préférence) dans un formulaire en ligne, avant de s’acquitter des frais d’inscription. On considère
que ces informations sont accessibles via une classe Python Joueur.

Question 33. Proposez une définition de la classe Python Joueur et une extension de la classe
Python Equipe, nommée EquipeHat, pour faciliter le calcul d’indicateurs comme le niveau de
jeu, le ratio des genres et la répartition des postes via des fonctions dont vous expliciterez la
signature et le type de retour.

Question 34. Donnez le code de 4 tests unitaires qui permettent de s’assurer qu’une fonction
Python creer_equipes(joueurs,n) constitue bien les n équipes d’un tournoi en équilibrant le
niveau de jeu cumulé des joueurs, la répartition des postes de prédilection et les genres au sein
des équipes.

Question 35. Donnez le code Python de la fonction creer_equipes(joueurs,n) qui retourne
une liste de n instances de la classe EquipeHat qui se répartissent la liste des joueurs de manière
équitable.

En amont de leur participation à des tournois hat, les participant(e)s peuvent communiquer
pour organiser leurs trajets respectifs vers le lieu du tournoi. En particulier, il est généralement
possible d’avoir recours à du co-voiturage pour transporter un maximum de joueuses/-eurs dans
un minimum de véhicules. Pour ce faire, tout(e) joueuse/-eur inscrit(e) peut se déclarer i) en
recherche d’un véhicule ou ii) disposant d’un véhicule, auquel cas elle/il indique le nombre de
sièges disponibles. On considère qu’on dispose d’une matrice des plus courtes distances entre les
N+1 villes en lien avec le tournoi—i.e., la ville organisatrice et la liste des villes des joueuses/-eurs
inscrits pour un co-voiturage. Les villes de départs sont celles où un(e) joueuse/-eur se déclare
comme disposant d’un véhicule, tandis que la ville d’arrivée est celle où est organisée le tournoi.

On s’intéresse donc à établir un arbre couvrant de poids minimal dont la racine est la ville
organisatrice et dont les feuilles sont les villes dans lesquelles des véhicules sont disponibles. On
souhaite donc, à partir de la matrice de distance entre toutes les villes, du nombre de joueuses/-
eurs à récupérer par ville, et de la liste des villes de départ, construire une liste ordonnée de
villes à visiter pour chaque ville de départ.

Question 36. Quelle est la pré-condition à respecter pour pouvoir calculer un tel arbre couvrant
de poids minimal ?
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Par exemple, on considère un tournoi hat, organisé à Rennes, pour lequel les joueuses/-eurs
inscrit(e)s habitent Paris, Lille, Lyon, Nantes, Bordeaux, Auxerre, Amiens.

Question 37. En partant du principe que les villes de départ sont Lille, Lyon, Nantes—avec des
capacités respectives de 4, 3 et 6 places—et que les villes de Paris, Nantes, Bordeaux, Auxerre
et Amiens recensent 2, 1, 3, 3 et 2 personnes à véhiculer, donnez la liste des co-voiturages à
envisager pour permettre à tous les joueuses/-eurs de rejoindre le tournoi organisé à Rennes.
Pour illustrer votre proposition, vous pouvez préciser le contenu de la matrice des distances avec
des valeurs fictives qui vous serviront à justifier que votre solution minimise la distance totale
parcourue.

Question 38. Expliquez pourquoi plusieurs co-voiturages sont possibles.

Pour construire la liste des co-voiturages possibles, on introduit la notion de véhicule dont
la définition Python est donnée sous la forme d’une classe Vehicule :

class Vehicule:
def __init__(self,conducteur,capacite,depart,distances):

self._conducteur = conducteur
self._capacite = capacite
self._position = depart
self._distances = distances
self._distance = 0
self.passagers = []

def places_disponibles(self):
return self._capacite - len(self.passagers)

def distance_parcourue(self):
return self._distance

def ajouter_passager(self,passager):
if self.places_disponibles() == 0:

raise ValueError("Le véhicule est complet")
self.passagers.append(passager)

def visiter_ville(self,ville):
if ville in self._distances:

self._distance += self._distances[self._position][ville]
self._position = ville

Question 39. Donnez le code Python de la fonction
lister_covoiturages(destination,distances,passagers,vehicules) qui calcule une
liste des co-voiturages à prévoir pour chaque conducteur déclaré. Le paramètre vehicules
prend la forme d’un ensemble de tuples (ville,listeVehicules) qui indique, pour chaque
ville de départ, la liste des véhicules disponibles. Le paramètre passagers prend la forme d’un
ensemble de tuples (ville,listeJoueurs) qui indique, pour chaque ville à visiter, la liste des
joueurs à récupérer. La fonction retourne une liste de Vehicule, mis à jour avec les joueurs qui
doivent être récupérés, auxquels sont associés la liste ordonnée des villes à traverser. La fonction
doit s’assurer que la capacité de chaque véhicule est respectée et que la distance parcourue par
l’ensemble des véhicules est minimale.
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Question 32. Les notions de divisions et de poules sont-elles différentes ? Est-il possible de
factoriser le code des classes associées ?

Partie V. Gestion d’un tournoi hat

Cette partie couvre enfin le cas particulier des tournois hat et de la gestion des joueuses/-eurs
qui y participent en s’inscrivant individuellement. Pour s’inscrire à un tournoi hat, les joueuses/-
eurs saisissent notamment leurs noms/prénoms, adresse, ville, niveau de jeu (évalué entre 1 et
10, 10 correspond à un niveau «excellent») et postes de prédilection (passeur, receveur, sans
préférence) dans un formulaire en ligne, avant de s’acquitter des frais d’inscription. On considère
que ces informations sont accessibles via une classe Python Joueur.

Question 33. Proposez une définition de la classe Python Joueur et une extension de la classe
Python Equipe, nommée EquipeHat, pour faciliter le calcul d’indicateurs comme le niveau de
jeu, le ratio des genres et la répartition des postes via des fonctions dont vous expliciterez la
signature et le type de retour.

Question 34. Donnez le code de 4 tests unitaires qui permettent de s’assurer qu’une fonction
Python creer_equipes(joueurs,n) constitue bien les n équipes d’un tournoi en équilibrant le
niveau de jeu cumulé des joueurs, la répartition des postes de prédilection et les genres au sein
des équipes.

Question 35. Donnez le code Python de la fonction creer_equipes(joueurs,n) qui retourne
une liste de n instances de la classe EquipeHat qui se répartissent la liste des joueurs de manière
équitable.

En amont de leur participation à des tournois hat, les participant(e)s peuvent communiquer
pour organiser leurs trajets respectifs vers le lieu du tournoi. En particulier, il est généralement
possible d’avoir recours à du co-voiturage pour transporter un maximum de joueuses/-eurs dans
un minimum de véhicules. Pour ce faire, tout(e) joueuse/-eur inscrit(e) peut se déclarer i) en
recherche d’un véhicule ou ii) disposant d’un véhicule, auquel cas elle/il indique le nombre de
sièges disponibles. On considère qu’on dispose d’une matrice des plus courtes distances entre les
N+1 villes en lien avec le tournoi—i.e., la ville organisatrice et la liste des villes des joueuses/-eurs
inscrits pour un co-voiturage. Les villes de départs sont celles où un(e) joueuse/-eur se déclare
comme disposant d’un véhicule, tandis que la ville d’arrivée est celle où est organisée le tournoi.

On s’intéresse donc à établir un arbre couvrant de poids minimal dont la racine est la ville
organisatrice et dont les feuilles sont les villes dans lesquelles des véhicules sont disponibles. On
souhaite donc, à partir de la matrice de distance entre toutes les villes, du nombre de joueuses/-
eurs à récupérer par ville, et de la liste des villes de départ, construire une liste ordonnée de
villes à visiter pour chaque ville de départ.

Question 36. Quelle est la pré-condition à respecter pour pouvoir calculer un tel arbre couvrant
de poids minimal ?
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Question 40. Donnez le diagramme de classes, avec la liste des attributs et la signature des
méthodes (sans le code), qui permet de gérer les différentes formules de compétitions couvertes
par le sujet (championnat, tournoi, division, playoff et hat), tout en faisant apparaître les autres
concepts abordés dans le sujets. Vous prendrez soin d’indiquer les classes et méthodes abstraites,
ainsi que les différentes relations entre les concepts représentés.

Question 41. Après avoir rappelé ce que sont les principes SOLID, vous illustrerez quel(s)
principe(s) peuvent s’appliquer à la modélisation des compétitions que vous avez proposé.

Question 42. Dans quelle mesure la modélisation de ce système logiciel est dédié à la pratique
de l’ultimate ? Précisez quelles sont les classes qui sont spécifiques à la gestion des règles de
ce sport et quel mécanisme de conception pourrait être appliqué pour permettre de généraliser
cette modélisation à la gestion de compétitions pour d’autres sports collectifs.
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Fondements de l’informatique

Préliminaires généraux : Ce sujet porte sur le thème de la logique et s’intéresse plus par-
ticulièrement à la possibilité d’automatiser la recherche de preuves de formules logiques. Les
travaux de Gentzen sur les systèmes formels de déduction se sont révélés fondamentaux en théo-
rie de la démonstration. Nous nous intéressons ici à leur côté pratique pour l’automatisation du
raisonnement. En particulier, l’aspect syntaxique des règles de déduction est un point positif
quant à l’objectif d’un usage de la machine pour mener à bien les raisonnements.

Ce sujet se décompose en trois parties. La partie I justifie l’usage de systèmes déductifs
formels via la démonstration du théorème de complétude de la déduction naturelle dans le cadre
de la logique propositionnelle classique. La partie II porte sur l’implémentation d’un algorithme
de recherche de preuve, toujours en logique propositionnelle classique, mais avec un système
déductif plus adapté à la mécanisation que la déduction naturelle : le calcul des séquents. Enfin,
la partie III porte sur le passage à la logique du premier ordre et l’usage de la méthode dite des
tableaux pour la recherche de preuve. Les trois parties sont indépendantes, mais il est nécessaire
de connaître le système du calcul des séquents, introduit en partie II, pour traiter la partie III.

Les figures et types OCaml de cet énoncé sont reproduits dans une annexe en fin de sujet
afin de faciliter la composition.

Attendus : Les questions de programmation doivent être traitées en langage OCaml. On
pourra utiliser toutes les fonctions du module List, ainsi que les fonctions de la bibliothèque
standard (celles qui s’écrivent sans nom de module, comme max, incr ainsi que les opérateurs
comme @). L’utilisation d’autres modules est interdite.

Dans l’écriture d’une fonction, on pourra faire appel à des fonctions définies dans les ques-
tions précédentes, même si ces dernières n’ont pas été traitées. On pourra également définir des
fonctions auxiliaires, mais il faudra alors préciser leur rôle ainsi que le type et la signification de
leurs arguments. Si les paramètres d’une fonction à coder sont supposés vérifier certaines hypo-
thèses, il ne sera pas utile dans l’écriture de cette fonction de tester si les hypothèses sont bien
satisfaites. Lorsque les choix d’implémentation ne découlent pas directement des spécifications
de l’énoncé, il est conseillé de les expliquer.

On identifiera une même grandeur écrite dans deux polices de caractères différentes, en
italique du point de vue mathématique (par exemple n) et en police à chasse fixe du point de
vue informatique (par exemple n).

Sans précision supplémentaire, lorsqu’une question demande la complexité d’une fonction,
il s’agira de la complexité temporelle dans le pire des cas. La complexité sera exprimée sous la
forme O(f(n)) où n est la taille de l’argument de l’algorithme, et f une expression la plus simple
possible. Les calculs de complexité seront justifiés succinctement.

Il est attendu des candidates et des candidats des réponses construites. Leur évaluation
portera aussi sur la précision, le soin et la clarté de la rédaction.
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Partie I. Théorème de complétude

Dans cette partie, nous nous intéressons aux formules du calcul propositionnel. Nous sup-
posons fixé un ensemble P dénombrable de variables propositionnelles. Nous considérons l’en-
semble F0 des formules défini inductivement à partir des variables propositionnelles et à l’aide
des connecteurs ¬ (négation), ∨ (disjonction), ∧ (conjonction) et → (implication). Nous incluons
une formule antilogique ⊥ dans cette définition inductive, qui est rappelée en Figure 1a. Nous
rappelons également les règles de la déduction naturelle pour le calcul propositionnel en logique
classique en Figure 1b.

p ∈ P
p ∈ F0 ⊥ ∈ F0

A ∈ F0

¬A ∈ F0

A ∈ F0 B ∈ F0

A ∧ B ∈ F0

A ∈ F0 B ∈ F0

A ∨ B ∈ F0

A ∈ F0 B ∈ F0

A → B ∈ F0

(a) Définition inductive des formules du calcul propositionnel

Γ, A ⊢ A
ax

Γ, ¬A ⊢ ⊥
Γ ⊢ A

RAA
Γ, A ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬A

¬i
Γ ⊢ ¬A Γ ⊢ A

Γ ⊢ ⊥
¬e

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
∧i

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A
∧e,g

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ B
∧e,d

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
∨i,g

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B
∨i,d

Γ ⊢ A ∨ B Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ ⊢ C
∨e

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A → B
→i

Γ ⊢ A → B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
→e

(b) Règles d’inférence de la déduction naturelle classique

Figure 1 – Formules et règles de la déduction naturelle pour le calcul propositionnel classique

Pour toute famille finie de formules (Ai)i∈�0,n� et tout entier k ∈ �0, n�, nous nous permettrons

d’écrire
k

i=0
Ai pour désigner la formule définie par :

k
i=0

Ai =




A0 si k = 0
k−1
i=0

Ai


∧ Ak sinon .

Une définition similaire s’appliquera également au connecteur ∨, et si Γ est un ensemble fini
de formules, nous nous permettrons d’écrire


A∈Γ

A pour désigner
n

i=0
Ai, où A0, . . . , An est une

numérotation arbitraire des éléments de Γ. Par convention, nous définirons


A∈∅
A = ⊥.
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Nous rappelons qu’une valuation est une fonction v : P → {V, F} donnant une valeur de
vérité à chaque variable propositionnelle, et nous noterons �A�v l’évaluation de la formule A selon
la valuation v. Nous noterons Γ ⊨ A le fait que la formule A est une conséquence sémantique de
l’ensemble de formules Γ, i.e. pour toute valuation v, si �B�v = V pour toute formule B ∈ Γ,
alors �A�v. Ainsi, ⊨ A signifie que A est une tautologie. Enfin, l’équivalence sémantique entre
deux formules A et B sera notée A ≡ B.

L’objectif de cette partie est de démontrer la complétude du système déductif présenté en
Figure 1b, c’est-à-dire le théorème suivant.

Théorème 1 (Complétude). Soit A ∈ F0 une formule du calcul propositionnel.

Si ⊨ A, alors le séquent ⊢ A est dérivable.

I.1 Restriction de l’ensemble des formules

Nous allons commencer par démontrer certaines équivalences classiques, ce qui nous permet-
tra de restreindre l’ensemble des formules possibles pour simplifier les démonstrations.

Question 1. Soit une formule A ∈ F0. On cherche une dérivation du séquent ⊢ ¬¬A ↔ A, où
le connecteur ↔ est défini comme suit : A ↔ B = (A → B) ∧ (B → A).
En exploitant la règle appropriée pour se ramener aux dérivations des séquents ⊢ ¬¬A → A
et ⊢ A → ¬¬A, proposer une telle dérivation.
Indication : la règle RAA servira exactement une fois, dans la dérivation du séquent ⊢ ¬¬A → A.

Question 2. Nous rappelons les lois de De Morgan : pour toutes formules A, B ∈ F0, on a
2.a) ¬(A ∨ B) ≡ ¬A ∧ ¬B ;
2.b) ¬(A ∧ B) ≡ ¬A ∨ ¬B.
Donner une dérivation du séquent ⊢ ¬(A ∨ B) ↔ (¬A ∧ ¬B), où A, B ∈ F0.

Question 3. Étant donné deux formules A, B ∈ F0, proposer une formule équivalente à A → B
n’utilisant pas l’opérateur d’implication. À la manière des questions précédentes, donner un
séquent représentant cette équivalence et le démontrer.

Les deux questions qui suivent donnent des outils permettant d’exploiter les équivalences
précédentes dans le contexte de démonstrations.

Question 4. Soit deux formules A, B ∈ F0 telles que ⊢ A ↔ B est dérivable. Montrer que ⊢ A
est dérivable si et seulement si ⊢ B l’est également.

Question 5. Démontrer le théorème d’affaiblissement, i.e. : si un séquent Γ ⊢ A est dérivable,
alors pour tout ensemble de formules ∆ le séquent Γ, ∆ ⊢ A est dérivable.
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Nous admettons alors que pour toute formule A ∈ F0 il existe une formule [A]1 ∈ F1 qui lui
est équivalente sémantiquement et telle que le séquent ⊢ A ↔ [A]1 est dérivable, où l’ensemble
de formules F1 est défini inductivement comme en Figure 2.

p ∈ P
p ∈ F1 ⊥ ∈ F1

A ∈ F1

¬A ∈ F1

A ∈ F1 B ∈ F1

A ∧ B ∈ F1

Figure 2 – Définition inductive de F1

Question 6. Montrer que l’on peut déduire le théorème de complétude du théorème de com-
plétude restreint aux formules de F1.

Nous allons donc nous focaliser sur la démonstration du théorème de complétude restreint
aux formules de F1.

I.2 Démonstration du théorème de complétude

L’ensemble P des variables propositionnelles étant dénombrable, nous nous donnons une
énumération de ces variables : P = (pn)n∈N. Nous appelons alors valuation initiale de rang n ∈ N
une valuation partielle donnant une valeur de vérité uniquement aux variables pi pour i ∈ �0, n�.
Nous disons qu’une valuation initiale est compatible avec une formule si elle permet de l’évaluer,
i.e. si elle donne une valeur de vérité à toutes les variables de la formule.

Question 7. On considère la formule A = (p0 → (p0 → p2)) → p2. A est-elle une tautologie ?
Si oui, le justifier. Sinon, proposer une valuation initiale compatible avec A, qui réfute A, et de
rang minimal.

Question 8. Montrer qu’une formule A ∈ F1 est une tautologie si et seulement s’il existe
un n ∈ N tel que toute valuation initiale v de rang n est compatible avec A et telle que �A�v = V .

Nous voulons exploiter les valuations initiales afin de montrer que toute tautologie est démon-
trable. Soit v une valuation initiale de rang n ∈ N. Nous définissons une formule représentant v

par hv =
n∧

i=0
l(v, i), où pour tout i ∈ �0, n� le littéral l(v, i) est défini par :

l(v, i) =
{

pi si v(pi) = V
¬pi sinon .

Question 9. Soit A0, . . . , An ∈ F1 et i ∈ �0, n�. Montrer que
n∧

j=0
Aj ⊢ Ai est dérivable.
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Question 10. Soit A ∈ F1 et v une valuation initiale compatible avec A, dont on note n le
rang. Montrer que

— si �A�v = V , alors le séquent hv ⊢ A est dérivable ;
— si �A�v = F , alors le séquent hv ⊢ ¬A est dérivable.

Nous voulons maintenant exploiter le résultat de la question 10 en démontrant par récurrence
la propriété Pn : si pour toute valuation initiale v de rang n le séquent hv ⊢ A est dérivable,
alors ⊢ A est dérivable.

Question 11. Démontrer P0.

Question 12. Soit n ∈ N tel que Pn est vraie. Démontrer Pn+1.

Question 13. Démontrer le théorème de complétude pour les formules de F1.

Partie II. Mécanisation de la recherche de preuve

Le théorème de complétude étant démontré, nous voulons maintenant confier la recherche de
preuve à un ordinateur. Cependant, le système déductif présenté en Figure 1b présente plusieurs
freins à cet usage :

— certaines règles, comme ∨e et →e, nécessitent de trouver une formule qui n’apparaît pas
nécessairement dans le contexte initial. Trouver une telle formule de manière automatique
ne paraît pas aisé.

— il est possible de « se tromper » en construisant un arbre de preuve, par exemple si l’on
applique la règle ∨i,g alors que c’était le membre droit de la disjonction qui était démon-
trable.

Nous allons commencer par formaliser cette notion d’erreur possible dans l’application des
règles. Un séquent Γ ⊢ A est dit valide si et seulement si Γ ⊨ A. Une règle d’inférence est
dite inversible si, dès lors que sa conclusion est un séquent valide, ses prémisses le sont aussi.
Une règle non inversible est donc une règle pour laquelle il est possible lors de la recherche de
preuve d’obtenir des prémisses non démontrables (car non valides) à partir d’une conclusion
démontrable (car valide).

Question 14. Donner, en justifiant à l’aide d’exemples, les règles non inversibles de la déduction
naturelle. On ne justifiera pas que les autres règles sont inversibles.

Pour résoudre ces problèmes techniques de la déduction naturelle, Gentzen a introduit un
système déductif appelé calcul des séquents et qui s’appuie sur la notion de séquent symétrique.
Un séquent symétrique est un séquent dont les deux membres sont des ensembles de formules.
Nous écrirons donc un séquent symétrique sous la forme Γ ⊢ ∆ où Γ et ∆ sont tous deux des
ensembles de formules, contrairement aux séquents asymétriques, de la forme Γ ⊢ A avec A une
formule unique. Le séquent symétrique Γ ⊢ ∆ doit être interprété de la manière suivante : de la
conjonction des formules de Γ, on peut déduire la disjonction des formules de ∆. Les règles du
calcul des séquents classique sont présentées en Figure 3.
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Γ, A ⊢ A, ∆
ax

Γ, ⊥ ⊢ ∆
⊥g

Γ ⊢ A, ∆
Γ, ¬A ⊢ ∆

¬g
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A, ∆
¬d

Γ, A, B ⊢ ∆
Γ, A ∧ B ⊢ ∆

∧g
Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B, ∆

Γ ⊢ A ∧ B, ∆
∧d

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆
Γ, A ∨ B ⊢ ∆

∨g
Γ ⊢ A, B, ∆

Γ ⊢ A ∨ B, ∆
∨d

Γ ⊢ A, ∆ Γ, B ⊢ ∆
Γ, A → B ⊢ ∆

→g
Γ, A ⊢ B, ∆

Γ ⊢ A → B, ∆
→d

Figure 3 – Règles d’inférence du calcul des séquents classique

Bien que le système déductif de la Figure 3 ne contienne aucune règle telle que la règle RAA
de la déduction naturelle pour le raisonnement par l’absurde, c’est bien un système pour la
logique classique, comme le démontre la question suivante.

Question 15. Donner une dérivation du tiers exclu : ⊢ A ∨ ¬A.

Nous admettons que le calcul des séquents est équivalent à la déduction naturelle, c’est-à-dire
que :

— un séquent Γ ⊢ A est dérivable en déduction naturelle si et seulement s’il l’est également
en calcul des séquents ;

— un séquent Γ ⊢ ∆ est dérivable en calcul des séquents si et seulement si le séquent Γ ⊢
∨

A∈∆
A

l’est également en déduction naturelle.

Afin d’observer plus concrètement cette équivalence, et de constater le côté mécanique de la
recherche de preuve en calcul des séquents, nous pouvons redémontrer des séquents démontrés
précédemment en déduction naturelle.

Question 16. Donner des dérivations des séquents des questions 1 et 2 en calcul des séquents,
à savoir :
16.a) ⊢ ¬¬A ↔ A

16.b) ⊢ ¬(A ∨ B) ↔ (¬A ∧ ¬B).

Pour simplifier notre étude du calcul des séquents, nous nous limiterons aux formules de
l’ensemble F1 défini en Figure 2, ce qui nous permettra de nous passer des règles pour la
disjonction et l’implication (∨g, ∨d, →g et →d).

Nous étendons la notion de séquent valide aux séquents symétriques de la manière suivante :
Γ ⊢ ∆ est valide si et seulement si Γ ⊨

∨
A∈∆

A, ce que nous noterons également Γ ⊨ ∆. Nous
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admettons que le calcul des séquents est un système déductif correct et complet, i.e. qu’un
séquent Γ ⊢ ∆ est dérivable si et seulement s’il est valide.

Nous pouvons maintenant démontrer qu’il n’est plus possible de se tromper lors de la re-
cherche de preuve.

Question 17. Démontrer que les règles du calcul des séquents sont inversibles.

Nous souhaitons maintenant implémenter un algorithme de recherche de preuve en calcul
des séquents. Pour ce faire, nous commençons par nous donner un type pour les formules.

type ’a formule =
| Faux
| Var of ’a
| Non of ’a formule
| Et of ’a formule * ’a formule

Nous programmons tout d’abord une fonction utilitaire.

Question 18. Écrire une fonction est_atomique : ’a formule -> bool qui détermine si une
formule est atomique, i.e. si elle ne contient aucun connecteur ¬ ou ∧.

Nous nous donnons ensuite un type représentant les séquents : nous utilisons un enregis-
trement contenant une liste hyp de formules qui constituent les hypothèses du séquent et une
liste concl de formules qui constituent sa conclusion.

type ’a sequent =
{hyp : ’a formule list; concl : ’a formule list}

Nous rappelons que la construction d’un élément de ce type dont les champs valent l1 et l2
se fait à l’aide de la syntaxe {hyp = l1; concl = l2} et que si s est un élément de ce type, on
peut lire ses champs à l’aide des expressions s.hyp et s.concl.

Nous supposerons disposer des deux fonctions utilitaires suivantes sur les listes :
— une fonction extrait : ’a -> ’a list -> ’a list telle que extrait x l supprime la

première occurrence de x dans l s’il en existe une et lève l’exception Not_found sinon ;
— une fonction element_commun : ’a list -> ’a list -> ’a option qui renvoie un élé-

ment commun aux deux listes passées en argument, sous la forme Some x, s’il en existe
un, et None sinon.

Nous appelons formule principale d’une règle d’inférence la formule située dans la conclusion
de cette règle et qui en permet l’instanciation. Le tableau suivant indique pour chaque règle de
la figure 3 quelle est sa formule principale.
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Règle Formule principale
ax A (à gauche et à droite de ⊢)
⊥g ⊥

¬g, ¬d ¬A

∧g, ∧d A ∧ B

∨g, ∨d A ∨ B

→g, →d A → B

Nous représentons enfin une dérivation de la manière suivante : nous utilisons un type somme
dont chaque constructeur correspond à une règle d’inférence. Chaque constructeur est paramétré
par la formule principale de la règle d’inférence, ainsi que par des dérivations de ses prémisses.
Nous faisons une exception pour le constructeur Faux_g, car l’unique formule permettant d’ins-
tancier la règle ⊥g est ⊥.

type ’a derivation =
| Axiome of ’a formule
| Faux_g
| Non_g of ’a formule * ’a derivation
| Non_d of ’a formule * ’a derivation
| Et_g of ’a formule * ’a derivation
| Et_d of ’a formule * ’a derivation * ’a derivation

Par exemple, l’expression Faux_g représente n’importe quelle dérivation de la forme

Γ, ⊥ ⊢ ∆
⊥g

où Γ et ∆ sont des ensembles de formules quelconques, tandis que l’expression

Et_d (Et (Var "p", Var "q"),
Axiome (Var "p"),
Non_d (Non (Var "q"), Axiome (Var "q")))

représente les dérivations de la forme

Γ, p ⊢ p, ¬q, ∆
ax

Γ, p, q ⊢ q, ∆
ax

Γ, p ⊢ q, ¬q, ∆
¬d

Γ, p ⊢ p ∧ q, ¬q, ∆
∧d

Une expression du type ’a derivation peut représenter plusieurs dérivations différentes,
puisqu’il peut exister dans le séquent dérivé des formules dont une telle expression ne fait pas
mention (celles des ensembles Γ et ∆ dans les exemples ci-avant). Nous nous proposons alors de
vérifier si un séquent donné admet bien une dérivation représentée par une telle expression.

22



Règle Formule principale
ax A (à gauche et à droite de ⊢)
⊥g ⊥
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Question 19. Écrire une fonction est_valide : ’a derivation -> ’a sequent -> bool
qui détermine si une dérivation est un arbre de preuve valide pour un séquent donné. On veillera
à écrire une fonction de complexité O(nm), où n est la taille de la dérivation et m la taille du
séquent.

Nous proposons enfin l’algorithme récursif suivant, qui construit une dérivation du sé-
quent Γ ⊢ ∆ passé en argument s’il en existe une et provoque une erreur sinon :

1. S’il existe dans Γ une formule A non atomique, appliquer la règle correspondant au connec-
teur logique principal de A, puis construire récursivement une dérivation des prémisses de
cette règle.

2. Sinon, s’il existe dans ∆ une formule non atomique, procéder de même en appliquant la
règle correspondante et en démontrant récursivement les prémisses de cette règle.

3. Sinon, appliquer l’une des deux règles ⊥g et ax si possible et échouer sinon.

Question 20. Écrire une fonction prouve : ’a sequent -> ’a derivation qui implémente
cet algorithme de recherche de preuve. L’échec de l’algorithme sera signifié par la levée d’une
exception.

Question 21. Démontrer la terminaison de cet algorithme.

Question 22. Démontrer la correction de cet algorithme, c’est-à-dire qu’il parvient bien à
construire une dérivation du séquent Γ ⊢ ∆ en entrée s’il est dérivable et qu’il échoue sinon.

Question 23. Donner un majorant de la complexité en termes de nombre d’appels récursifs de
cet algorithme et montrer que cette borne est atteinte.

Partie III. Passage à la logique du premier ordre

Nous souhaitons maintenant étudier la mécanisation de la recherche de preuve en logique
du premier ordre. Nous fixons donc un langage du premier ordre L = (SF , SR), où SF est
l’ensemble des symboles de fonction et SR est l’ensemble des symboles de relation. Nous rappelons
qu’un symbole de fonction d’arité 0 est parfois appelé constante et qu’un symbole de relation
d’arité 0 est parfois appelé constante propositionnelle. Nous fixons un ensemble dénombrable V
de variables, puis nous définissons inductivement l’ensemble T des termes en Figure 4a, et
l’ensemble F des formules de la logique du premier ordre en Figure 4b.

Dans la suite, nous noterons FV (t) l’ensemble des variables (libres) d’un terme t ∈ T ,
notation que nous étendrons aux formules (FV (A)) et aux ensembles de formules (FV (Γ)). De
même, nous noterons t[σ] le résultat de l’application de la substitution σ aux variables de t
et nous étendrons également cette notation aux formules et aux ensembles de formules. Nous
noterons x := t la substitution σ telle que σ(x) = t et σ(y) = y pour tout y ̸= x.

Nous rappelons que, dans le calcul de A[x := t], si une variable de t apparaît liée dans A, alors
il est nécessaire de renommer cette variable liée avant d’appliquer la substitution afin d’éviter
le phénomène de capture de variable. De manière générale, deux formules égales au renommage
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x ∈ V
x ∈ T

f ∈ SF f d’arité n t1, . . . , tn ∈ T
f(t1, . . . , tn) ∈ T

(a) Définition inductive de l’ensemble des termes

R ∈ SR R d’arité n t1, . . . , tn ∈ T
R(t1, . . . , tn) ∈ F ⊥ ∈ F

A ∈ F
¬A ∈ F

A ∈ F B ∈ F
A ∧ B ∈ F

A ∈ F B ∈ F
A ∨ B ∈ F

A ∈ F B ∈ F
A → B ∈ F

A ∈ F x ∈ V
∀x A ∈ F

A ∈ F x ∈ V
∃x A ∈ F

(b) Définition inductive des formules de la logique du premier ordre

Figure 4 – Termes et formules de la logique du premier ordre

près de leurs variables liées seront considérées identiques. Par exemple, si P ∈ SR est d’arité 2,
alors le calcul de (∀x P (x, y)) [y := x] peut passer par le renommage de x en z, ce qui donne

(∀x P (x, y)) [y := x] = (∀z P (z, y)) [y := x] = ∀z P (z, x).

III.1 Calcul des séquents pour la logique du premier ordre

Nous ajoutons les règles de la figure 5 aux règles de la figure 3 afin de définir le système
déductif du calcul des séquents pour la logique du premier ordre.

Γ, A, A ⊢ ∆
Γ, A ⊢ ∆

contrg
Γ ⊢ A, A, ∆

Γ ⊢ A, ∆
contrd

Γ, A[x := t] ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀g
Γ ⊢ A, ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)

Γ ⊢ ∀x A, ∆
∀d

Γ, A ⊢ ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃g
Γ ⊢ A[x := t], ∆

Γ ⊢ ∃x A, ∆
∃d

Figure 5 – Règles supplémentaires du calcul des séquents pour la logique du premier ordre

Question 24. Proposer une dérivation du séquent ⊢ ∃x ∀y (R(y) → R(x)), où R ∈ SR est
d’arité 1. On pourra utiliser une règle de contraction contrd.
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Question 25. Justifier qu’il est impossible de dériver le séquent ⊢ ∃x ∀y (R(y) → R(x)) sans
utiliser de règle de contraction.

En fait, les contractions ne sont utiles que pour l’usage des règles des quantificateurs et nous
admettrons qu’il est possible de remplacer les quatre règles ∀g, ∃d, contrg et contrd par les deux
règles suivantes :

Γ, A[x := t], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀c
g

Γ ⊢ A[x := t], {∃x A}, ∆
Γ ⊢ ∃x A, ∆

∃c
d

Dans les règles ci-avant, une formule est mise entre accolades si l’on peut choisir de ne pas
la conserver dans une instance de la règle. Par exemple, la règle ∀c

g admet les deux instances
suivantes :

Γ, A[x := t] ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

Γ, A[x := t], ∀x A ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

Ainsi, dans toute la suite, un séquent sera dit dérivable en calcul des séquents s’il est dérivable
dans le système déductif constitué des règles de la Figure 3 et de la Figure 6.

Γ, A[x := t], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀c
g

Γ ⊢ A, ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)
Γ ⊢ ∀x A, ∆

∀d

Γ, A ⊢ ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃g
Γ ⊢ A[x := t], {∃x A}, ∆

Γ ⊢ ∃x A, ∆
∃c

d

Figure 6 – Nouvelles règles pour les quantificateurs

Le système obtenu n’est cependant pas très pratique dans le cadre de l’automatisation de la
recherche de preuve pour deux raisons : les nouvelles règle nécessitent de décider si l’on conserve
la formule avec son quantificateur via une contraction, et il est nécessaire de choisir un terme
pour la substitution. Le principe de la méthode des tableaux est de retarder le choix de ce terme
jusqu’à l’usage des axiomes pour clore les branches de l’arbre de dérivation, afin d’exploiter
les informations supplémentaires obtenues au cours de la dérivation. L’idée est de choisir la
substitution de sorte à égaliser des formules à gauche et à droite des séquents afin d’obtenir des
instances de la règle ax. Sa réalisation repose sur un outil appelé unification.

III.2 Unification

Pour simplifier, nous limiterons notre étude dans cette section à l’unification de termes (la
généralisation aux formules est assez directe). Le principe de l’unification est alors d’égaliser des
termes à l’aide d’une substitution. Nous disons que deux termes t, u ∈ T sont unifiables si et
seulement s’il existe une substitution σ telle que t[σ] = u[σ]. Une telle substitution est appelée
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unificateur pour t et u. Plus généralement, puisque nous voulons égaliser des formules atomiques
pouvant contenir plusieurs termes, nous nous intéresserons au problème de l’unification simulta-
née de plusieurs couples de termes. Nous considérons alors le problème de décision suivant, que
nous appellons Unif : étant donné une liste L = [ti

?= ui, i ∈ �1, n�] d’équations entre termes,
existe-t-il une substitution σ telle que pour tout i ∈ �1, n�, ti[σ] = ui[σ] ? Nous dirons encore
qu’une telle substitution est un unificateur pour L.

Question 26.
26.a) Montrer que les termes t = f(x, y) et u = f(f(y, z), a), où a ∈ SF est une constante

et f ∈ SF est d’arité 2, sont unifiables.
26.b) Que peut-on dire de la réponse au problème Unif si l’on considère l’instance

L = [f(x, y) ?= f(f(y, z), a), f(z, y) ?= f(f(y, z), a)]?

Nous voulons maintenant démontrer que le problème Unif est décidable. Nous nous pro-
posons d’étudier l’algorithme d’unification de Martelli et Montanari. À partir de la liste L
d’équations, cet algorithme construit une suite Ln de listes et une suite σn de substitutions de
la manière suivante :

— L0 = L et σ0 est la fonction identité ;
— Ln+1 et σn+1 sont calculés comme suit :

— Si Ln = [ ] : l’algorithme se termine et σn est un unificateur pour L.
— Si Ln = (f(t1, . . . , tp) ?= g(u1, . . . , uq)) :: L′ avec f, g ∈ SF et t1, . . . , tp, u1, . . . , uq ∈

T :
— si f ̸= g, alors l’algorithme échoue : il n’y a pas d’unificateur pour L ;
— si f = g (et donc p = q), alors Ln+1 = [t1

?= u1, . . . , tp
?= up]@L′ et σn+1 = σn.

— Si Ln = (x ?= x) :: L′ avec x ∈ V : Ln+1 = L′ et σn+1 = σn ;
— Si Ln = (x ?= t) :: L′ avec x ∈ V et t ∈ T \ {x}, à symétrie de l’équation près :

— si x ∈ FV (t), alors l’algorithme échoue : il n’y a pas d’unificateur pour L ;
— sinon, σn+1 = (x := t) ◦ σn et Ln+1 = L′[x := t], où [ti

?= ui, i ∈ �1, n�][x := t] =
[ti[x := t] ?= ui[x := t], i ∈ �1, n�].

Question 27. Appliquer cet algorithme aux listes suivantes :
27.a) la liste L de la question 26.b) ;
27.b)

[
S(f(x, S(y))) ?= S(f(S(t), z))

]
, où S ∈ SF est d’arité 1.

Nous nous proposons d’implémenter cet algorithme avant d’en étudier les propriétés. Nous
définissons le type des termes de la manière suivante :
type (’a, ’b) terme =

| Var of ’a
| App of ’b * (’a, ’b) terme list

Ainsi, un terme est soit une variable, représentée par un élément du type ’a, soit l’application
d’un symbole de fonction, représenté par un élément du type ’b, à une liste de termes. Par
exemple, l’expression Var "x" pourra représenter la variable x et le terme f(x, y) pourra être
représenté par App ("f", [Var "x"; Var "y"]).
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Nous représentons alors une substitution comme une liste associant des termes à des éléments
du type ’a et une instance du problème Unif comme une liste de couple de termes à unifier.

type (’a, ’b) subst = (’a * (’a, ’b) terme) list

type (’a, ’b) instance = ((’a, ’b) terme * (’a, ’b) terme) list

Nous commençons par implémenter deux fonctions utilitaires.

Question 28. Écrire des fonctions :
28.a) est_variable : ’a -> (’a, ’b) terme -> bool telle que est_variable x t calcule

le booléen x ∈ FV (t) ;
28.b) substitue : ’a -> (’a, ’b) terme -> (’a, ’b) terme -> (’a, ’b) terme telle

que substitue x u t calcule le terme t[x := u].
Ces deux fonctions devront être de complexité linéaire en la taille du terme t passé en

paramètre.

Nous pouvons alors implémenter l’algorithme d’unification.

Question 29. Écrire une fonction unifie : (’a, ’b) instance -> (’a, ’b) subst qui
implémente l’algorithme de Martelli et Montanari. Cette fonction lèvera une exception dans les
cas d’échec de l’algorithme.

Question 30. Montrer que l’algorithme d’unification termine toujours, soit en signalant l’échec
de l’unification, soit avec Ln = [ ].

Question 31. Soit (xn)n∈N ∈ VN une suite de variables deux à deux distinctes
et (tn)n∈N, (un)n∈N ∈ T N les suites de termes définies par :

— t0 = u0 = x0 ;
— pour tout n ∈ N, tn+1 = f(tn, xn) et un+1 = f(xn, un).

Montrer que l’algorithme d’unification appliqué à l’équation tn
?= un produit une substitu-

tion σ telle que la taille de tn[σ] soit en Θ(2n). En déduire une instance telle que l’algorithme
d’unification est de complexité exponentielle en la taille de son entrée.

Question 32. Démontrer que pour tout n ∈ N tel que Ln est définie et pour toute substitution σ,
σ est un unificateur pour L si et seulement s’il existe une substitution σ′ qui est un unificateur
pour Ln et telle que σ = σ′ ◦ σn.

Question 33. Conclure quant à la correction de l’algorithme d’unification.
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III.3 Méthode des tableaux

Nous revenons maintenant à la recherche de preuve en calcul des séquents. Comme énoncé
précédemment, le principe de la méthode des tableaux est de retarder l’instanciation des variables
dans les règles ∀c

g et ∃c
d afin d’appliquer un algorithme d’unification à l’ensemble des feuilles de

l’arbre de dérivation pour vérifier s’il est possible d’utiliser la règle ax au niveau de ces feuilles.

Cela nécessite toutefois d’être prudent. En effet, une même formule quantifiée peut être
exploitée plusieurs fois via les règles ∀c

g et ∃c
d, via la contraction intégrée à ces règles. Ainsi, si

l’on veut pouvoir faire plusieurs instanciations avec des termes différents, il ne faut pas conserver
la variable associée au quantificateur que l’on retire dans cette règle, mais la remplacer par une
nouvelle variable n’apparaissant pas ailleurs dans l’arbre de dérivation. Cela revient donc à
utiliser les deux règles suivantes à la place des règles ∀c

g et ∃c
d :

Γ, A[x := ?x], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀d
g

Γ ⊢ A[x := ?x], {∃x A}, ∆
Γ ⊢ ∃x A, ∆

∃d
d

où ?x est une variable en attente d’instanciation, appelée métavariable, et qui ne doit apparaître
nulle part ailleurs dans la dérivation en cours de construction.

Par exemple, si ?x et ?y sont deux noms différents, il sera possible d’enchaîner deux appli-
cations de la règle ∀d

g portant sur la même formule ∀x A de la façon suivante :

Γ, A[x := ?x], A[x := ?y] ⊢ ∆
Γ, A[x := ?x], ∀x A ⊢ ∆

Γ, ∀x A ⊢ ∆

La méthode des tableaux se résume alors en ces deux étapes :
1. appliquer des règles d’inférences jusqu’à l’obtention de séquents ne contenant que des

formules atomiques dans toutes les branches (nous mettons de côté le problème de la
contraction dans les règles ∀d

g et ∃d
d, que nous évoquerons plus tard), en fermant les branches

avec la règle ⊥g si possible ;
2. utiliser un algorithme d’unification pour essayer d’obtenir une substitution σ ne s’appli-

quant qu’aux métavariables et telle que, pour tout séquent Γ ⊢ ∆ dans les branches encore
ouvertes de l’arbre obtenu à l’étape précédente, la règle ax peut être appliquée au sé-
quent Γ[σ] ⊢ ∆[σ]. En cas de succès, le séquent initial est considéré comme démontré.
Sinon, il n’est pas démontrable.

Question 34. Appliquer la méthode des tableaux au séquent ∃y ∀x P (x, y) ⊢ ∀x ∃y P (x, y).

Cependant, avec les règles d’inférence dont nous disposons, la méthode des tableaux peut
valider un séquent qui n’est pas démontrable.

Question 35. Appliquer la méthode des tableaux au séquent ∀x ∃y P (x, y) ⊢ ∃y ∀x P (x, y).
Pourquoi la substitution produite est-elle invalide ?
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III.3 Méthode des tableaux

Nous revenons maintenant à la recherche de preuve en calcul des séquents. Comme énoncé
précédemment, le principe de la méthode des tableaux est de retarder l’instanciation des variables
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g et ∃c
d afin d’appliquer un algorithme d’unification à l’ensemble des feuilles de

l’arbre de dérivation pour vérifier s’il est possible d’utiliser la règle ax au niveau de ces feuilles.

Cela nécessite toutefois d’être prudent. En effet, une même formule quantifiée peut être
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g et ∃c
d, via la contraction intégrée à ces règles. Ainsi, si
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g et ∃c
d :

Γ, A[x := ?x], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀d
g

Γ ⊢ A[x := ?x], {∃x A}, ∆
Γ ⊢ ∃x A, ∆

∃d
d

où ?x est une variable en attente d’instanciation, appelée métavariable, et qui ne doit apparaître
nulle part ailleurs dans la dérivation en cours de construction.

Par exemple, si ?x et ?y sont deux noms différents, il sera possible d’enchaîner deux appli-
cations de la règle ∀d

g portant sur la même formule ∀x A de la façon suivante :

Γ, A[x := ?x], A[x := ?y] ⊢ ∆
Γ, A[x := ?x], ∀x A ⊢ ∆

Γ, ∀x A ⊢ ∆

La méthode des tableaux se résume alors en ces deux étapes :
1. appliquer des règles d’inférences jusqu’à l’obtention de séquents ne contenant que des

formules atomiques dans toutes les branches (nous mettons de côté le problème de la
contraction dans les règles ∀d

g et ∃d
d, que nous évoquerons plus tard), en fermant les branches

avec la règle ⊥g si possible ;
2. utiliser un algorithme d’unification pour essayer d’obtenir une substitution σ ne s’appli-

quant qu’aux métavariables et telle que, pour tout séquent Γ ⊢ ∆ dans les branches encore
ouvertes de l’arbre obtenu à l’étape précédente, la règle ax peut être appliquée au sé-
quent Γ[σ] ⊢ ∆[σ]. En cas de succès, le séquent initial est considéré comme démontré.
Sinon, il n’est pas démontrable.

Question 34. Appliquer la méthode des tableaux au séquent ∃y ∀x P (x, y) ⊢ ∀x ∃y P (x, y).

Cependant, avec les règles d’inférence dont nous disposons, la méthode des tableaux peut
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Question 35. Appliquer la méthode des tableaux au séquent ∀x ∃y P (x, y) ⊢ ∃y ∀x P (x, y).
Pourquoi la substitution produite est-elle invalide ?
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Pour résoudre ce problème, nous proposons d’utiliser une technique appelée skolémisation
et dont le principe est le suivant : dans une règle ∀d ou ∃g, au lieu de vérifier une contrainte
supplémentaire sur la variable quantifiée, nous encodons sa possible dépendance aux autres
variables libres de la formule en lui substituant un terme dépendant de ces variables, c’est-à-dire
que nous remplaçons les règles ∀d et ∃g par les règles suivantes :

Γ ⊢ A[x := f(?x1, . . . , ?xn)], ∆
Γ ⊢ ∀x A, ∆

∀s
d

Γ, A[x := f(?x1, . . . , ?xn)] ⊢ ∆
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃s
g

où ?x1, . . . , ?xn sont les métavariables de ∀x A (ou ∃x A dans ∃s
g) et f est un symbole de fonction

qui n’apparaît nulle part ailleurs dans la dérivation en cours de construction. S’il n’y a pas de
métavariables, le terme f(?x1, . . . , ?xn) est bien-sûr remplacé par une constante c qui répond à
la même contrainte que f .

Ainsi, les règles de dérivation utilisées dans la méthode des tableaux sont les règles de la
Figure 3 et celles de la Figure 7.

Γ, A[x := ?x], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀d
g

Γ ⊢ A[x := f(?x1, . . . , ?xn)], ∆
Γ ⊢ ∀x A, ∆

∀s
d

Γ, A[x := f(?x1, . . . , ?xn)] ⊢ ∆
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃s
g

Γ ⊢ A[x := ?x], {∃x A}, ∆
Γ ⊢ ∃x A, ∆

∃d
d

Figure 7 – Règles des quantificateurs pour la méthode des tableaux

Question 36. Reprendre les questions 34 et 35 avec ces nouvelles règles. Le problème de la
question 35 est-il résolu ?

Question 37. En supposant que l’on veuille utiliser l’algorithme de Martelli et Montanari pour
l’unification, expliquer comment réaliser la seconde étape de la méthode des tableaux. Donner
l’ordre de grandeur du nombre d’appels à l’algorithme de Martelli et Montanari en fonction de
la taille du séquent initial, dans le pire cas si l’on n’utilise pas la contraction dans les règles ∀d

g

et ∃d
d.

Nous voulons maintenant démontrer la complétude de la méthode des tableaux : si un séquent
est prouvable en calcul des séquents, alors la méthode des tableaux appliquée à ce séquent
réussit. Nous nous limiterons pour cela, suivant le même principe qu’en section 1, à des formules
n’utilisant pas les connecteurs ∨, → et ∃.

Question 38. Montrer que si un séquent Γ ⊢ ∆ admet une dérivation, alors pour toute
substitution σ, le séquent Γ[σ] ⊢ ∆[σ] est dérivable avec une dérivation de même taille.

Question 39. Soit Γ ⊢ ∆ un séquent et σ une substitution telle que Γ[σ] ⊢ ∆[σ] est dérivable en
calcul des séquents. Montrer que pour tout ensemble fini E de formules, il existe une exécution
réussie de la méthode des tableaux appliquée à Γ ⊢ ∆ et que parmi toutes les substitutions
possibles pour l’unification dans les feuilles de l’arbre construit lors de cette exécution, il en
existe une de la forme σ ◦ τ , où τ est une substitution laissant invariantes les formules de E.
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Question 40. Conclure quant à la complétude de la méthode des tableaux.

Pour résoudre le problème de l’usage ou non de la contraction dans les règles ∀d
g et ∃d

d, une
technique classique consiste à décorer les quantificateurs avec des entiers strictement positifs :
un quantificateur Qn, où Q ∈ {∀, ∃} signifie que les n−1 premiers usages de la règle associée à ce
quantificateur se feront avec contraction et que le suivant se fera sans contraction. Par exemple,
la règle ∀d

g est remplacée par les deux règles suivantes :

Γ, A[x := ?x], ∀n−1x A ⊢ ∆ n > 1
Γ, ∀nx A ⊢ ∆

Γ, A[x := ?x] ⊢ ∆
Γ, ∀1x A ⊢ ∆

Une idée simple pour la recherche de preuve avec la méthode des tableaux consiste alors
à faire une recherche avec tous les quantificateurs décorés par l’entier 1 et, en cas d’échec, à
recommencer en incrémentant les décorations. Il est évidemment possible d’utiliser des approches
plus subtiles afin de gagner en efficacité.

∗ ∗
∗
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Annexe : formules et règles de la déduction naturelle pour le
calcul propositionnel classique

p ∈ P
p ∈ F0 ⊥ ∈ F0

A ∈ F0

¬A ∈ F0

A ∈ F0 B ∈ F0

A ∧ B ∈ F0

A ∈ F0 B ∈ F0

A ∨ B ∈ F0

A ∈ F0 B ∈ F0

A → B ∈ F0

(a) Définition inductive des formules du calcul propositionnel

Γ, A ⊢ A
ax

Γ, ¬A ⊢ ⊥
Γ ⊢ A

RAA
Γ, A ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬A

¬i
Γ ⊢ ¬A Γ ⊢ A

Γ ⊢ ⊥
¬e

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
∧i

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A
∧e,g

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ B
∧e,d

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
∨i,g

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B
∨i,d

Γ ⊢ A ∨ B Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ ⊢ C
∨e

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A → B
→i

Γ ⊢ A → B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
→e

(b) Règles d’inférence de la déduction naturelle classique

Figure 1 – Formules et règles de la déduction naturelle pour le calcul propositionnel classique

p ∈ P
p ∈ F1 ⊥ ∈ F1

A ∈ F1

¬A ∈ F1

A ∈ F1 B ∈ F1

A ∧ B ∈ F1

Figure 2 – Définition inductive de F1
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Annexe : règles du calcul des séquent pour le calcul
propositionnel classique et types OCaml associés

Γ, A ⊢ A, ∆
ax

Γ, ⊥ ⊢ ∆
⊥g

Γ ⊢ A, ∆
Γ, ¬A ⊢ ∆

¬g
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A, ∆
¬d

Γ, A, B ⊢ ∆
Γ, A ∧ B ⊢ ∆

∧g
Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B, ∆

Γ ⊢ A ∧ B, ∆
∧d

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆
Γ, A ∨ B ⊢ ∆

∨g
Γ ⊢ A, B, ∆

Γ ⊢ A ∨ B, ∆
∨d

Γ ⊢ A, ∆ Γ, B ⊢ ∆
Γ, A → B ⊢ ∆

→g
Γ, A ⊢ B, ∆

Γ ⊢ A → B, ∆
→d

Figure 3 – Règles d’inférence du calcul des séquents classique

type ’a formule =
| Faux
| Var of ’a
| Non of ’a formule
| Et of ’a formule * ’a formule

type ’a sequent =
{hyp : ’a formule list; concl : ’a formule list}

type ’a derivation =
| Axiome of ’a formule
| Faux_g
| Non_g of ’a formule * ’a derivation
| Non_d of ’a formule * ’a derivation
| Et_g of ’a formule * ’a derivation
| Et_d of ’a formule * ’a derivation * ’a derivation
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type ’a formule =
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| Var of ’a
| Non of ’a formule
| Et of ’a formule * ’a formule

type ’a sequent =
{hyp : ’a formule list; concl : ’a formule list}
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| Axiome of ’a formule
| Faux_g
| Non_g of ’a formule * ’a derivation
| Non_d of ’a formule * ’a derivation
| Et_g of ’a formule * ’a derivation
| Et_d of ’a formule * ’a derivation * ’a derivation

Annexe : termes, formules et règles du calcul des séquents pour
la logique du premier ordre

x ∈ V
x ∈ T

f ∈ SF f d’arité n t1, . . . , tn ∈ T
f(t1, . . . , tn) ∈ T

(a) Définition inductive de l’ensemble des termes

R ∈ SR R d’arité n t1, . . . , tn ∈ T
R(t1, . . . , tn) ∈ F ⊥ ∈ F

A ∈ F
¬A ∈ F

A ∈ F B ∈ F
A ∧ B ∈ F

A ∈ F B ∈ F
A ∨ B ∈ F

A ∈ F B ∈ F
A → B ∈ F

A ∈ F x ∈ V
∀x A ∈ F

A ∈ F x ∈ V
∃x A ∈ F

(b) Définition inductive des formules de la logique du premier ordre

Figure 4 – Termes et formules de la logique du premier ordre

Γ, A, A ⊢ ∆
Γ, A ⊢ ∆

contrg
Γ ⊢ A, A, ∆

Γ ⊢ A, ∆
contrd

Γ, A[x := t] ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀g
Γ ⊢ A, ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)

Γ ⊢ ∀x A, ∆
∀d

Γ, A ⊢ ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃g
Γ ⊢ A[x := t], ∆

Γ ⊢ ∃x A, ∆
∃d

Figure 5 – Règles supplémentaires du calcul des séquents pour la logique du premier ordre
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Annexe : variantes pour les règles du calcul des séquents
relatives aux quantificateurs

Γ, A[x := t], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀c
g

Γ ⊢ A, ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)
Γ ⊢ ∀x A, ∆

∀d

Γ, A ⊢ ∆ x /∈ FV (Γ, ∆)
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃g
Γ ⊢ A[x := t], {∃x A}, ∆

Γ ⊢ ∃x A, ∆
∃c

d

Figure 6 – Nouvelles règles pour les quantificateurs

Γ, A[x := ?x], {∀x A} ⊢ ∆
Γ, ∀x A ⊢ ∆

∀d
g

Γ ⊢ A[x := f(?x1, . . . , ?xn)], ∆
Γ ⊢ ∀x A, ∆

∀s
d

Γ, A[x := f(?x1, . . . , ?xn)] ⊢ ∆
Γ, ∃x A ⊢ ∆

∃s
g

Γ ⊢ A[x := ?x], {∃x A}, ∆
Γ ⊢ ∃x A, ∆

∃d
d

Figure 7 – Règles des quantificateurs pour la méthode des tableaux
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