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AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
PREMIÈRE ÉPREUVE ÉCRITE

Notations et rappels

On désigne par N l’ensemble des entiers naturels et par N˚ l’ensemble des entiers naturels non nuls. On
désigne par Z l’anneau des entiers relatifs. On désigne respectivement par Q, R et C les corps des nombres
rationnels, des nombres réels, et des nombres complexes. Pour k et n dansZ avec k � n, on désigne par �k, n�
l’ensemble des entiers relatifs ℓ tels que k � ℓ � n.

Pour n P N˚, on note note Un “ tz P C, zn “ 1u le groupe multiplicatif des racines n-ièmes de l’unité
dans C. On rappelle qu’il s’agit d’un groupe cyclique d’ordre n. On dit que z P Un est une racine primitive
n-ième de l’unité si z engendre le groupeUn.

Pour un corps K et un entier naturel non nul k, on note GLkpKq le groupe des matrices inversibles de taille
k ˆ k et à coefficients dansK. On désigne par Ik la matrice identité de taille k de GLkpKq.
On note O2pRq le groupe des matrices orthogonales de taille 2, c’est l’ensemble des matrices M P M2pRq
telles que MT M “ I2, où MT est la transposée de la matrice M.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corpsK de caractéristique différente de 2. Pour u endomor-
phisme de E, le polynôme caractéristique de u est noté χupXq “ detpX IdE ´ uq où IdE est l’endomorphisme
identité de E.

Définition 1. Soit K un corps et k un entier naturel non nul. Soit A P GLkpKq. On dira que A est d’ordre
fini s’il existe n PN˚ tel que An “ Ik, son ordre est alors le plus petit entier naturel non nul r tel que Ar “ Ik.

Ce sujet est formé de deux exercices préliminaires et de six parties. Son but est d’étudier les matrices d’ordre
fini dans GLkpKq pour les corps K “ C, R et Q, de déterminer les sous-groupes finis de GL2pQq et d’étudier
un exemple dans GL2pZ{pZq où p est un nombre premier.

Exercice préliminaire 1

Soit K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considère un endomorphisme u de E. On
désigne par KrXs la K-algèbre des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans K et par EndpEq la
K-algèbre des endomorphismes de E.

1. Montrer qu’il existe un unique morphisme de K-algèbres θu : KrXs ÝÑ EndpEq envoyant X
sur u.

Pour tout polynôme P P KrXs, on note Ppuq “ θupPq. L’image de θu est notéeKrus.

2. Montrer que le morphisme θu n’est pas injectif.

3. En déduire l’existence d’un unique polynôme unitaire µu P KrXs tel que pour tout polynôme
P P KrXs, θupPq est l’endomorphisme nul de E si et seulement si µu divise P.

Définition 2. Ce polynôme µu est appelé le polynôme minimal de u.

4. Soit d le degré de µu. Montrer que pIdE, u, . . . , ud´1q est une base deKrus.

On rappelle le théorème de Cayley-Hamilton :

Théorème 3. Soit u un endomorphisme d’unK-espace vectoriel E de dimension finie, alors µu divise χu.

– 1 / 8 – Tournez la page S.V.P.

EAI MAT 1

B



AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
PREMIÈRE ÉPREUVE ÉCRITE

Exercice préliminaire 2

Définition 4. L’application ϕ :N˚ Ñ N˚ qui à tout entier naturel non nul n associe le cardinal des entiers
k P �1, n� premiers avec n est appelée fonction indicatrice d’Euler.

5. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que la valeur deϕpnq est égale au nombre d’éléments
inversibles de l’anneau Z{nZ.

6. Montrer que si p est un nombre premier et α PN˚, alors on a la relation ϕppαq “ pα ´ pα´1.

7. DansN˚, résoudre l’inéquation ϕpnq � 2.
Indication : on pourra décomposer n en produit de nombres premiers ; on rappelle que si m et n
sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, alors on a l’égalitéϕpmnq “ ϕpmqϕpnq.

Première partie : décomposition de Xn ´ 1 en produit d’irréductibles

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul. On note ωn “ e
2iπ
n .

8. Dans CrXs, exprimer à l’aide de ωn la décomposition du polynôme Xn ´ 1 en facteurs irré-
ductibles. En déduire que Xn ´ 1 est à racines simples dans C.

9. (a) Quelles sont, en fonction de n, les racines n-ièmes de l’unité appartenant à R?

(b) Soit θ un nombre réel non nul qui n’est pas de la forme mπ avec m un entier relatif.
Justifier que le polynôme de CrXs de degré 2 donné par Pθ “ pX ´ eiθqpX ´ e´iθq est un
polynôme de RrXs qui est irréductible dont on donnera les coefficients.

(c) En fonction de n, donner la décomposition en facteurs irréductibles du polynôme Xn ´ 1
dans RrXs.

10. (a) Soit m PN˚. Démontrer que ωm
n est une racine primitive n-ième de l’unité si et seulement

si m et n sont premiers entre eux.

(b) Montrer que le nombre de racines primitives n-ièmes de l’unité est ϕpnq.

Définition 5. Pour n entier naturel non nul, on note

Φn “
ź

1�m�n
m^n“1

pX ´ ωm
n q.

Ce polynôme est appelé le n-ième polynôme cyclotomique.

11. (a) Justifier que Un “
ď

d|n

Ad, où Ad désigne l’ensemble des racines primitives d-ièmes de

l’unité. Montrer que cette union est disjointe. En déduire que

Xn ´ 1 “
ź

d|n

Φd.

(b) Déterminer Φn pour 1 � n � 6.

(c) Soit B P ZrXs un polynôme unitaire et A P ZrXs. Montrer qu’il existe Q,R P ZrXs tels que
A “ BQ ` R avec deg R ă deg B ou R “ 0.
Indication : on pourra faire une preuve par récurrence sur le degré de A.

(d) En déduire que pour tout n P N˚, Φn P ZrXs.
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Dans la suite du sujet, on admet que pour tout n PN˚, le polynômeΦn est un polynôme irréductible deQrXs.
La décomposition de Xn ´ 1 en facteurs irréductibles dans QrXs est donc donnée par

Xn ´ 1 “
ź

d|n

Φd.

Deuxième partie : un lemme sur les matrices d’ordre fini

Dans cette partie, K “ Q, R ou C. On considère une matrice A P GLkpKq d’ordre fini ; son ordre est noté r.

12. Montrer que A est diagonalisable sur C et que ses valeurs propres sont des racines de l’unité.

13. Montrer que le polynôme minimal µA de A s’écrit sous la forme µA “ P1 ¨ ¨ ¨ Pq, où les Pj sont
des polynômes irréductibles unitaires deKrXs deux à deux distincts.

Troisième partie : endomorphismes cycliques et décomposition de
Frobenius

Dans cette partie, on fixe un corpsK, unK-espace vectoriel E de dimension finie k � 1 et u un endomorphisme
de E. On note

µu “ Pm1
1 ¨ ¨ ¨ P

mq
q

la décomposition en facteurs irréductibles du polynôme minimal de u dans KrXs ; les Pi sont des polynômes
irréductibles unitaires deKrXs deux-à-deux distincts et les mi sont des entiers naturels non nuls.

Définition 6. On associe à tout polynôme unitaire P, de degré n et noté P “ Xn ` an´1Xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 de
KrXs, sa matrice compagnon définie par

CP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´a0

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´a1

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0 ´an´2

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ´an´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

14. Soit P un polynôme unitaire de KrXs. Démontrer que le polynôme caractéristique de CP est
égal à P.
Indication : on pourra procéder par récurrence sur l’entier n � 1.

15. Soit x P E. On note
Ix “

�

P P KrXs | Ppuqpxq “ 0
(

.

(a) Justifier qu’il existe un unique polynôme unitaire µx de KrXs tel que Ix “ µxKrXs et que
l’on a µx | µu.

(b) Justifier que E “
q

à

i“1
Ker

´

Pmi
i puq

¯

et que les sous-espaces Ni “ Ker
´

Pmi
i puq

¯

sont stables

par u.

(c) Pour tout i P �1, q�, on note ui l’endomorphisme induit par u sur Ni. Montrer queµui “ Pmi
i .

En déduire qu’il existe xi P E tel que µxi “ µui , puis qu’il existe x P E tel que µx “ µu.

Définition 7. Soit u un endomorphisme de E. On dit que u est cyclique s’il existe un vecteur x0 P E tel que
la famille

`

x0, upx0q, . . . , uk´1px0q
˘

soit une base de E.
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16. Soit u un endomorphisme de E. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
i) L’endomorphisme u est cyclique.

ii) Il existe une base B de E telle que MatBpuq soit la matrice compagnon d’un certain
polynôme.

iii) χu “ µu.

17. Soit u un endomorphisme cyclique de E. On note Compuq “ tv P EndpEq | v ˝ u “ u ˝ vu
l’ensemble des endomorphismes qui commutent avec u. Justifier que Compuq “ Krus.

18. Dans cette question, on suppose que µu est irréductible surK. Pour x P E, on note

Ex “
�

Ppuqpxq | P P KrXs
(

.

(a) Montrer que Ex est stable par u pour tout x dans E. Montrer que si x est non nul, l’endo-
morphisme v induit par u sur Ex est cyclique, de polynôme minimal égal à µu. En déduire
la dimension de Ex.

(b) Soit F un sous-espace de E stable par u et x P E. Montrer que Ex Ď F ou Ex X F “ t0u.

(c) Montrer qu’il existe des vecteurs x1, . . . , xp de E tels que

E “
p

à

i“1
Exi .

19. Dans cette question, on suppose que µu est sans facteurs carrés, c’est-à-dire que sa décomposition en
produit de polynômes irréductibles unitaires est de la forme µu “ P1 ¨ ¨ ¨ Pq où les Pi sont 2 à 2 distincts.

(a) Déduire de la question précédente qu’il existe des vecteurs x1, . . . , xp de E tels que

E “
p

à

i“1
Exi ,

puis qu’il existe une base B de E telle que la matrice de u dans B est diagonale par blocs
de la forme

DiagpCP1 , . . . ,CP1 , . . . ,CPq , . . . ,CPq q

où chaque bloc CPj est présent un certain nombre de fois, noté ℓ j.

(b) Montrer que χu “ Pℓ11 ¨ ¨ ¨ P
ℓq
q .

Quatrième partie : matrices complexes ou réelles d’ordre fini

20. Dans cette question, on prend K “ C et A P GLkpCq est une matrice d’ordre fini. Par conséquent, il
existe un entier n deN˚ tel que An “ Ik.

(a) Justifier que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont des racines n-ièmes de
l’unité.

(b) On note λ1, . . . , λk les valeurs propres de A et pour j P �1, k�, on note nj l’ordre de λ j dans
le groupeUn des racines n-ièmes de l’unité. Exprimer l’ordre de A dans le groupe GLkpKq
en fonction des nj.

(c) Montrer que pour tout r PN˚, il existe une matrice Ar P GLkpCq d’ordre exactement r.

Définition 8. Pour θ P R, on note Rθ “

ˆ

cosθ ´ sinθ
sinθ cosθ

˙

P GL2pRq la matrice de la rotation plane

d’angle θ.

– 4 / 8 –
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21. Dans le cas où θ n’est pas congru à 0 modulo π, déterminer le polynôme minimal de Rθ et en

déduire que Rθ est semblable à
ˆ

0 ´1
1 2 cosθ

˙

.

22. Soit A P GLkpRq une matrice d’ordre fini. Justifier que le polynôme minimal µA de A est de la
forme

µA “ pX ´ 1qǫ1 pX ` 1qǫ2 Pθ1 ¨ ¨ ¨ Pθq

où ǫ1 et ǫ2 sont des éléments de t0, 1u, Pθ j “ X2 ´ 2 cospθ jqX ` 1 et les θ j sont des éléments
de 2πQzπZ qui sont deux-à-deux distincts.

23. Soit A P GLkpRq. Montrer que A est d’ordre fini si et seulement si A est semblable à une
matrice diagonale par blocs de la forme

DiagpIk1 ,´Ik2 ,Rθ1 , . . . ,Rθ1 , . . . ,Rθq , . . . ,Rθqq,

où chaque bloc Rθ j apparaît ℓ j fois, avec k “ k1 `k2 `2pℓ1 `¨ ¨ ¨ `ℓqq et les θ j sont des éléments
de 2πQzπZ qui sont deux-à-deux distincts. Certains blocs peuvent ne pas apparaître dans
cette écriture.

24. Soit A P GLkpRq une matrice d’ordre fini. En gardant les notations de la question précédentes,

et en écrivant θ j “ 2π
aj

bj
où aj et bj sont premiers entre eux, exprimer l’ordre de A en fonction

des bj.
Indication : on pourra distinguer les cas k2 ą 0 et k2 “ 0.

25. On considère le cas k “ 2. Montrer que A est d’ordre fini si et seulement si A est semblable à
ˆ

1 0
0 ´1

˙

ou à une matrice Rθ avec θ P 2πQ.

26. Montrer que pour tout r PN˚, il existe une matrice de GL2pRq d’ordre exactement r.
27. Soit G un sous-groupe fini de GL2pRq.

(a) Pour u et v des éléments de R2, on pose

pu, vqG “
1

|G|

ÿ

APG

xAu,Avy,

où x´,´y désigne le produit scalaire canonique deR2. Montrer que p´,´qG est un produit
scalaire surR2 et que pour tout u et v de R2 et pour tout A de G, on a pu, vqG “ pAu,AvqG.

(b) On note S l’élément deM2pRq qui est la matrice du produit scalaire p´,´qG dans la base
canonique de R2. Justifier qu’il existe P P GL2pRq telle que S “ PT P, puis montrer que
pour tout A P G, on a PAP´1 P O2pRq.

Ainsi, le sous-groupe G est conjugué – en conséquence isomorphe – à un sous-groupe de O2pRq.

28. On note SO2pRq le sous-groupe de O2pRq constitué des matrices de déterminant 1, qui sont
les matrices de rotation plane. Montrer que si G est un sous-groupe fini d’ordre n de SO2pRq,
alors G est un groupe cyclique, engendré par la matrice R 2π

n
.

29. Soit n un entier naturel non nul. On considère le sous-groupe Dn de O2pRq engendré par les
matrices

A “ R 2π
n

“

˜

cos
`

2π
n

˘

´ sin
`

2π
n

˘

sin
`

2π
n

˘

cos
`

2π
n

˘

¸

, B “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Montrer que l’on a
Dn “ tI2,A, . . . ,An´1,B,BA, . . . ,BAn´1u.

Indication : on pourra d’abord montrer que AB “ BA´1.

– 5 / 8 – Tournez la page S.V.P.



AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
PREMIÈRE ÉPREUVE ÉCRITE

Définition 9. Ce groupe Dn est appelé n-ième groupe diédral.

30. Dans cette question, G est un sous-groupe fini de O2pRq non inclus dans SO2pRq.

(a) Montrer que G X SO2pRq est un sous-groupe d’indice 2 de G.

(b) Montrer que G contient une matrice de la forme

Sθ “

ˆ

cospθq sinpθq
sinpθq ´ cospθq

˙

,

où θ est un nombre réel.

(c) Montrer qu’il existe P P SO2pRq tel que P´1SθP “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

(d) En déduire qu’il existe un entier n tel que G est conjugué dans SO2pRq au groupe diédral
Dn.

Ainsi, tout sous-groupe fini de GL2pRq est isomorphe, soit à un groupe cyclique Z{nZ, soit à un groupe
diédral Dn.

Cinquième partie : matrices rationnelles d’ordre fini

31. Soit A P GLkpQq une matrice d’ordre fini. Par conséquent, il existe un entier n deN˚ tel que
An “ Ik. Justifier que le polynôme minimal µA de A est de la forme

µA “ Φd1 ¨ ¨ ¨Φdq

où q � 1 et les di sont des entiers 2 à 2 distincts qui divisent n.

32. Justifier que A est semblable à une matrice diagonale par blocs de la forme

DiagpCΦd1
, . . . ,CΦd1

, . . . ,CΦdq
, . . . ,CΦdq

q,

où chaque bloc CΦdj
est présent ℓ j fois, avec ℓ j la multiplicité de Φdj dans le polynôme

caractéristique de A.

33. (a) Justifier que pour tout entier naturel non nul d, l’ordre de la matrice CΦd dans le groupe
multiplicatif GLkpQq est d.

(b) En déduire que A P GLkpQq est d’ordre fini si et seulement si A est semblable à une matrice
de la forme

DiagpCΦd1
, . . . ,CΦd1

, . . . ,CΦdq
, . . . ,CΦdq

q,

où chaque bloc CΦdj
est présent ℓ j fois et ℓ1ϕpd1q ` ¨ ¨ ¨ ` ℓqϕpdqq “ k.

(c) Lorsque A P GLkpQq est d’ordre fini, exprimer son ordre en fonction des entiers dj.

(d) On prend k “ 4. Exhiber une matrice A P GL4pQq d’ordre 12.

(e) Montrer que l’ordre maximal d’une matrice A de GLkpQq est inférieur ou égal à

ppcmtm, ϕpmq � ku.

34. Dans cette question, on fixe k “ 2.

(a) Montrer que A P GL2pQq est d’ordre fini si et seulement si A est semblable à l’une des 6
matrices

ˆ

1 0
0 1

˙

,

ˆ

´1 0
0 ´1

˙

,

ˆ

1 0
0 ´1

˙

,

ˆ

0 ´1
1 ´1

˙

,

ˆ

0 ´1
1 0

˙

,

ˆ

0 ´1
1 1

˙

.

On précisera l’ordre de chacune de ces matrices.
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(b) Soit G un sous-groupe fini de GL2pQq. En s’appuyant sur les résultats de la quatrième
partie, montrer que G est isomorphe à l’un des groupes suivants :

tI2u, Z{2Z, Z{3Z, Z{4Z, Z{6Z, D2, D3, D4, D6.

Sixième partie : matrices d’ordre fini dans GL2pZ{pZq

Dans cette partie, on fixe un nombre premier p et on considère le groupe GL2pZ{pZq. On rappelle que l’on
peut faire agir le groupe GL2pZ{pZq sur lui-même par conjugaison en posant P ¨ M “ PMP´1 ; ainsi, l’orbite
OM de M est alors sa classe de similitude et son stabilisateur est

StabpMq “ tP P GL2pZ{pZq | PMP´1 “ Mu.

On a alors l’égalité de cardinaux
|GL2pZ{pZq|

|StabpMq|
“ |OM| .

35. Déterminer le cardinal de GL2pZ{pZq.

36. Soit M P GL2pZ{pZq. Justifier que l’algèbre pZ{pZqrMs des polynômes en M à coefficients
dans Z{pZ est de cardinal 1, p ou p2.

37. En déduire que l’ordre de toute matrice de GL2pZ{pZq est majoré par p2 ´ 1.

38. Soit M P GL2pZ{pZq. On suppose dans cette question que le polynôme minimal de M est de degré 2.

(a) Justifier que StabpMq “ Z{pZrMs X GL2pZ{pZq.

(b) Montrer que si M P GL2pZ{pZq n’admet pas de valeur propre dans Z{pZ, alors on a
l’égalité |StabpMq| “ p2 ´ 1.

(c) Montrer que si M admet une unique valeur propre dansZ{pZ, alors on a |StabpMq| “ p2´p.

À partir de maintenant et jusqu’à la fin du sujet, on prend p “ 3 et on détermine les ordres des éléments de
GL2pZ{3Zq, ainsi que le nombre de matrices ayant un ordre donné.

39. Justifier que les ordres possibles pour une matrice de GL2pZ{3Zq sont 1, 2, 3, 4, 6 et 8.

40. Éléments d’ordre 6.

(a) Justifier que le polynôme X6 ´ 1 est scindé dans Z{3Z.

(b) En déduire que M P GL2pZ{3Zq est d’ordre 6 si et seulement si M est semblable à
ˆ

´1 1
0 ´1

˙

.

(c) Dénombrer les matrices d’ordre 6.

41. Éléments d’ordre 3. Adapter la méthode de la question précédente.

42. Éléments d’ordre 8.

(a) Montrer que la décomposition en facteurs irréductibles de X8 ´ 1 dans Z{3ZrXs est

X8 ´ 1 “ pX ´ 1qpX ` 1qpX2 ` 1qpX2 ` X ` 2qpX2 ` 2X ` 2q.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur le polynôme minimal d’une matrice
de GL2pZ{3Zq pour qu’elle soit d’ordre 8.

(c) Exhiber alors une matrice M P GL2pZ{3Zq d’ordre 8.

(d) Dénombrer les matrices d’ordre 8.
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43. Éléments d’ordre 4. Adapter la méthode de la question précédente.

44. Éléments d’ordre 2.

(a) Justifier qu’une matrice d’ordre 2 autre que ´I2 est semblable à M “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

(b) Déterminer |StabpMq| et en déduire le nombre d’éléments d’ordre 2 dans GL2pZ{3Zq.

FIN DU SUJET
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