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������� �� ���

B���� Y�
������� ��W��� �� ��&������ ����
���� W���Y��� � 	W ������� �� �W��0

JW ��
���� W���� �+��������� �� W���Y�	��� W�� 
���	�� �+�Y��	�
��� �� �W��0 JW ������
� W���� ������

	�� 
������ �+�Y��	�
��� �W����� W� �&�� C�	�� �W���� ��� 	W �������
� W���� ��	��� 	W 
�YW����� ���

�	�X�	�� ������ W� ������� �� �W��W����0

J�� ��&������� W����� ���� �������W���� 	�� ���� ��� W�����0

)
		��� '

T��Y����� ���W
���� 
������ �� �W�� < η = 4, 8× 10−3
NW0�

KW��� ��	�
���� 
������ �� �W�� < ρ = 1, 07× 103 ��0


−3

C�X�� YW���W��� 
���� �� ������ �� Y$�� ,W����- < Q
D���

= 5 J0
��

−1

T������ �� ��� �W�� 	� Y��� ��
W�� < cs = 1, 540× 103 
0�

−1

N������� 
������ �� 

 �� 
��Y��� ,

G�- < 982 

G� > 3235 �NW

R������ �� ����WY� �+�� �	�X�	� ����� < γGR = 5× 10−5
L0


−1

PW��� ������ �+�� �	�X�	� ����� < R = 3 µ


H���Y� �� ����WY���� �+�� �	�X�	� ����� < nGR = n1 = 1, 38
T������ �� ��W�W���� �� 	W 	�
���� �W�� 	� ���� < c = 3× 108 
0�

−1

�42� 	
�2���� '

Q��� ���� ��W������ x1 �� x2 W�������� �+��Y��������� ��� u(x1). u(x2). �� ��'��� 	+�YW�� ���
W	��� ,W�	�

W���� V/�Y���- ����� Y�� ��W������ W� <

z
�D���

=
|x1 − x2|√

u1(x1)2 + u2(x2)2

)��	���
	 �� 	���2� ���	��	���� �
	
� � ��4�3�� 24
������� '

L �� C�Y�X�	 ,�A- <

L = 10 log
I

I
���

W��Y I ��������� ������ �� U0


−2
�� I

���

= 10−12
U0


−2
��������� ������ �� �������Y�0

(	2���� ��4�
����� �	 4

�
		��� 4���	������

•
−−→
��W� f =

∂f

∂r
u⃗r +

1

r

∂f

∂θ
u⃗θ +

∂f

∂z
u⃗z

• ��� a⃗ =
1

r

∂(rar)

∂r
+

1

r

∂aθ
∂θ

+
∂az
∂z

• ���(fa⃗) = f��� a⃗+
−−→
��W�f.⃗a
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0��
��� �� ,��	 -��
�2���� <

N��� �� Y�W
 �� ��Y����� a⃗ ���	Y����� <

∫∫∫

V
��� a⃗ �V =

∫∫

S
a⃗.
−→
�S

W��Y S ��� ����WY� ���	�XW�� �� ��	�
� V . �������� ���� 	+���������0

+
����� �� ���
	
����� <

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a− b) = sin(a) cos(b)− sin(b) cos(a)

cos(a)× cos(b) =
1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b))
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CW�� 	� �����
� Y��Y�	W�����. 	� �W�� ����Y�� �� ��������� ������ 	� Y$�� ��W ��� ����� �+W������. ���

�+W������	�� �� ��W
���� 	�� ����. ��� ���������� ������� ��� �W����W�� YW�		W����0 J� �W�� WW���� ��������

W� Y$�� W� ��� �����	��. ��� W� ��� ������0 JW 
�Y��Y��Y�	W���� W������	��/YW�		W����/�����	�� Y��������

	+��������	 �� �����
� �W�Y�	W���0

J� �W�� Y��Y�	� Y�������		�
��� �W�� 	�� �W����W�� �W������ ���Y� � 	W �
� YW���W���. �� ���  ���

�� �Y��	�
��� 	W
��W��� ,�����	������- �� ���X�	��� ,W� ���
	� �� �� �X��WY	� Y�

� �� YW�		�� �� ���

������� ��� ������-0

� ������� ����������� �� ����

��� #*����	�
� ���
 ����� 
����
��
 �(
� �
 *���
���

����� .�����	2���

M� �� ����� �W�� Y���� W���� �+��WX	�� 	+���W���� �� LW����/Q����� ��� �� �Y��	�
��� 	W
��W���

��Y�
�����X	� � ���
����� Y�	�������� ��� �� (���� ���	Y�����. ��������� �� ���. ���
�� � ��� Y����W�����

�� Y��W�		�
��� σ0
M� ���� ȷ⃗ = ρv⃗ 	� Y�W
 �� ��Y���� �� ������� �� Y���W�� �� 
W���. �% v⃗ ��� 	� Y�W
 �� ������� �� ρ

��� 	W 
W��� ��	�
����0

/ �� D� �&�Y��W�� �� X�	W� �� 
W��� ��� �� ��	�
� �� Y����#	� V �� (���� '�� ��	�
��� W� 	W ����WY� S
���W�� �� ��
� �t. 
������ ��� <

∂ρ

∂t
+ ���(ρv⃗) = 0 ,3-

/ �� P�������� W	��� 	+���W���� �� 	W Y������W���� �� 	W 
W���. ������ W� 	+���W���� ,4-0

Dρ

Ct
+ ρ ���v⃗ = 0 ,4-

C����� 	W �����'YW���� �� 	W ���W����

D
Dt 0

CW�� 	� YW� �+�� �Y��	�
��� ��Y�
�����X	� ��
	�'�� 	W ��	W���� ,4-0 D� �������. �� �����'W��. ���

������� ����'�� W� 	� (�� �� Y�W
 �� ��������0

J� ��X	�
� �� 	+�Y��	�
��� �W�� �� �W����W� �W����� ��� �� �W
���� �Y��
W�����
��� � 	+�Y��	�
���

�������Y������	 �+�� (���� �������� �W�� �� Y�	����� �� 	������� L �� �� �W��� R ,	������� �� �W��� ��

�W����W�-0

M� ����� Y�� �Y��	�
��� ��
����� �� ��Y�
�����X	�0 NW� W�		����. 
	 	������ ���	���	4� �� �2

���2	��� �� �� �W�� 	+�������� �+�� Y�W
 �� ������� �+����
W�� �� Y���������� Y�	��������� ���� 	W

���
� < v⃗ = vz(r, θ, z)u⃗z0
M� ����� ��� 	� �W�� ��� ����� ���� 	�� z Y�����W��� W� �� ��W����� �� ������� ���W��� ,���� '���� 3-0

M� W�		� ����Y����
��� P1 �� P2 	W ������� �� �W�� � 	+������ �� Y�	����� �� � 	W ������0

������ � � K���	��W���� �� �W����W� �W����� W��Y P1 > P2. �� �Y��
W �+��� W���Y�	� �� (����

5

Tournez la page S.V.P.



/  � B�

����� 	+�������� �W��� ��� 	� Y�W
 �� ������� �� 
������ ��� vz �� ����� ��� �� r0

M� Y�������� 	W W���Y�	� �� (���� '���� 3 Y�
���� ����� 	� Y�	����� �+W�� z �� 	������� dz �� �� �W���

r �� 	� Y�	����� �� 
 
� W��. �� 
 
� 	������� �� �� �W��� r + �r0

M� W�
�� ��� 	W ���Y� �� Y��W�		�
���

−→
�F ��+����Y� ��� Y��Y�� �� (���� �� ����WY� �	�
���W��� �S ���

��� Y��Y�� �� (���� ������ 	�� ��Y�� �� 	+W�� �+�Y��� <

−→
�F = σ�Su⃗z. �% σ ��� 	W Y����W���� �� Y��W�		�
���0

/ !� D���
�� 	W ���Y� �� Y��W�		�
��� ����Y�� W� 	� ����� �� (���� ��� 	W W���Y�	� �� (���� ,�� Y�������W��

	�� ����WY�� �� r �� r + �r-0
D� W	���W�� 	� ���Y�� ����W
���W	 �� 	W ���W
���� ��� 	W W���Y�	� �� (����. �X����� 	+���W���� ��

LW����/Q����� <

ρ
Dv⃗

Dt
= −

−−→
��W�P +

1

r

∂(σ r)

∂r
u⃗z ,5-

����� *4
�����	� �� .
�������� �2	� �����
����� ���	 ����� 	���
	��	

CW�� Y���� W���� �� Y�������� 	� �W�� Y�

� �� (���� ���������0 CW�� Y� YW�. 	W Y����W���� �� Y�/

�W�		�
��� ��� ����������		� W� ��W����� �� �������0 N��� 	+�Y��	�
��� Y�	�������� Y��������. Y�	W �
	����

σ = η �vz
�r �% η ��� 	W ���Y����� ���W
���� �� �W��. ������ ������
� �� Y����W���0

/ "� M� �W�		� 	+��������� �� ��
X�� �� P����	�� RE �+�� �Y��	�
��� Y�	�������� �� ���Y���� ���

��W������ YW�WY����������� �� 	+�Y��	�
���. �� ���W�� 2R Y�

� 	������� YW�WY���������� �� U Y�

�

������� YW�WY���������� <

RE =
2RρU

η
,6-

N��Y���� 	W �����'YW���� ������� �� ��
X�� �� P����	��0 CW�� 	� YW��� �+�� �Y��	�
��� �W�� ��� Y�������.

��Y���� 	� ��� �+�Y��	�
��� �X����� ��	�� 	W �W	��� ��
������ �� ��
X�� �� P����	��. �� ����� �� ��W�����0

/ #� Q�
	�'�� 	+���W���� ,5- �� ����W�� 	+�Y��	�
��� ��W�����W���. 	W
��W���. ��
����� �� ��Y�
�����X	�

��� ��WX	�� 	+���	����� �� 	W ������� �� ���Y���� �� z. P1. ∆P = P1 − P2 �� L0

K������ ��� 	W 	�� �� ������� vz(r) ����'� 	+���W���� ,7- <

vz(r) = −∆P

4ηL
(r2 −R2) ,7-

/ $� R�WY�� 	� ��'	 �� ������� vz(r)0

/ %� C�'��� 	� ��X�� ��	�
���� Qv ��W������ W� 	� (����0 K������ ��� Y� ��X�� ����'� 	W 	�� �� N������		�

������ W� 	+���W���� ,8- <

Qv = πR4∆P

8ηL
,8-

M� ��� ��WX	�� ��� W�W	���� ����� 	+�Y��	�
��� �� ��� N������		� �W�� ��� Y������� Y�	�������� ���
���

� ��� ��&����Y� �� ������� ∆P ����� 	+������ �� 	W ������ �� 	W 	�� �+M�
 ���	���� �� �	�Y���Y���. ∆P ��W��

W�W	���� � 	W ������� u �� Qv � 	+��������� i0

/ &� C�'��� 	W ������W�Y� ����W�	���� Rh �� 	W Y������� �� ��Y��W�� ��� �����0 D���
�� Rh �� ���Y���� ��

η. L �� R0

B�

����� 	W �W��W���� �� 	W ���� �� Y�W��� ,��
������� �� ������� 	��� � 	+�Y��	�
���- W��Y 	� �W���

�� Y�	����� �� Y�
W�W�� W��Y 	+W�W	���� �� �	�Y���Y���0
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���� 1���42��
	 �������	�2�� �� �2 �
� �� .
��������

M� ��� ����'�� �����
���W	�
��� 	W 	�� �� N������		� W��Y �� 	������ Y�

� �� 	+�W�. W��Y W� ���
	�

	� 
���W�� �Y��
W���� '���� 4 ,���� ASN 3;;6 ��	�
� :-0

J+W	�
���W���� �� �W� �+�&�Y��� W� �� ��������� 
���� ��� ��� �	������� 
W������� W� �� �����
� ���/

�Y��� ��� ��
�� �� �W��� �W���� 	W �W����� H. 
������ W� �� 
���� ��W��� �� Y
0 M� ����� 	� ��W
����

�� ��������� W���� ��W�� ��� ��� 	� ����W� �� 	������ ����� Y����W�� ���W�� 	+�������Y�0

J� ��X�� ��� 
����� � 	+W��� �+��� ��������� ��W���� �� 
J �� �+�� Y�����
���� ��Y�� � 	W ��Y����0

M� ������ �+�� ��X� YW�		W��� Y�	�������� �� 	������� L = 1, 80 
 �� �� �W��� R = 0, 50 

 �����	� ��

'�� ��� ��� 	W�Y�� ��������W	� ����	���� ��
���W�� �� 	WY�� 	+��������� �� ������ �� ���W� � 	W �W�����

�� 	W 	W�Y��0 J� �W��� �� Y���X��� �� 	+�����	�
��� ��� Y����� ��)�W

��� �
���W�� ��� ��� 	� 
���	�

WX���� �W�� 	W W���� ��Y������ ���� �W	WX	�. W���� ��� ��� ������ ������ ����� �� Y�W��� ��Y����#	���0

R��� 	�� W����� ���W�� �� �WYY����
��� ��� �� ��W
���� �������� �� ��W	 � 34 

0

M� W�		� ρ
�B�

	W 
W��� ��	�
���� �� 	+�W� �� �� Y���Y�� � �����
���� �W ���Y����� ���W
���� η
�B�

0 M�

����� ��� 	+�� ��W�W�		� � 47

◦
B � ������� W
X�W��� �� �� ���� ρ

�B�

(25◦B-> ;;9.35 ��0


−3
0

JW �W	��� �� �������Y� �X	��� �� 	W ���Y����� ���W
���� �� 	+�W� ��� < η
�B�� ������
D�

(25◦B-> :.;3×10−4
NW0�

W��Y ��� ��Y�������� ��� u(η
�B�� ������
D�

) = 0, 20× 10−4
NW0�0

������ � � K���W�� ������� �W�� 	� ASN 3;;6 ��	�
� :

/ ��� I����'�� ��� 	+�� ��� ���	���� 	�� ����� �� Y�W���� �W�� 	�� ���W�� �� �WYY����
��� W� �W��� W��

����� �� Y�W��� �W�� 	� YW�		W���0

O��		� ����W��/ ��� 	+������� ��� ����� �� Y�W���� ��Y����#	��� ��� 	� Y���� �+�� ��W�� �W��� �� Y���X���

�+�����	�
��� ���� � 	�
���� ?

D���
�� 	W ��&����Y� �� ������� ∆P ����� 	+������ �� 	+�����
��� �� YW�		W��� �����	� �� ���Y���� ���

�������. ��� �� ������� 	+��������� �� ��X�� ��	�
���� Qv �� ���Y���� ��� �������0

M� Y������ �� 
������ 	� ��	�
� �+�W� V0 ��Y���� �W�� 	+��������� ��� ��� ����� t0> 492 �. ���

��&������� �W����� H0 M� �X����� W	��� 	�� �W	���� ����W���� <

GW����� H ,Y
- 52 62 72 82 92

T�	�
� V0 ,
J- 34.7 39.2 43.2 47.2 4;.7

7
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M� �� ����� W	��� �+���	���� �� ����W

� �Y��� �� 	W��W�� N����� ��� 
���	���� 	�� ����	�W�� �X�����

W� ��� ���Y���� W)�� Qv = A × H �� W���� ����'�� 	W �W	����� �� 
���	� �� 	+�Y��	�
��� �� N������		�.

�����
���� 	W �W	��� �� A W���� ��� ��� ��Y�������� ���. W'� �+�X����� ��� 
����� �����
���W	� �� 	W

���Y����� ���W
���� �� 	+�W� W���Y��� � ��� ��Y�������� ���0

M� ������� 	� Y��� �� ����W

� N����� ���	��� �� W����� 30 J� ��W����� �X���� ��� ����� �W�� 	W

'���� 50 J�� ������� W)Y���� W� 	+�����W���� ���� ��������� ��� 	W '���� 60
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��� �W�� 	W Y�W
X�� ��� ��������� �� ������ T 0 O�W�� 	� Y	W�� ��� ������ ,�����	�- 	� (��

���� �� ������Y�	� �+WYY�
�	� ��� ��� W���� �W�� 	W Y�W
X�� �	W������. �+�Y�W� ��� 	+W���� W���� W�

	W ������W�Y� ����W�	����0 O�W�� 	� Y	W�� ��� ���
� ,��W���	�- 	� (�� WYY�
�	� �W�� 	W Y�W
X�� �+�Y�W� �

��� ���� W� 	W ������W�Y� ����W�	����0 M� W�		� Q
D��D

	� ��X�� �� �W�� �W�� 	� �����
� Y��Y�	W�����0

;
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JW YWWY��� ��� W������ � �� �����
�� ��� YW�WY������� W� ��� ��W����� W�	�� Y�
	�W�Y� ����� C
������ Y����W���0

N��� ��� �W��W���� �V �� ��	�
� �� 	W Y�W
X�� �	W������. �X������ ��� ��� �W��W���� �P �� �������

�� ��� ����. 	W Y�
	�W�Y� W ��� ��������� <

C =
�V

�P

/ �$� D���
�� 	� ��X�� Q
���

�W����� �� Y���� ���W�� 	W �����	� �� ���Y���� �� ��X�� 
���� �� Y����

Q
D���

. t0 �� T 0

/ �%� I����'�� ��

W���
��� 	W 
���	��W���� �	�Y������ �� 	+�&�� U��������	 ������ ��� 	W '���� :0 M�

��Y����W �� W���Y�	��� 	W ��W����� �	�Y������ W�W	���� � 	W Y�
	�W�Y� �� �����
� W������	 �� Y�		� W�W	����

W� ��X�� YW���W���0

/ �&� M� ���� ∆P (t) = P
B

(t)− P
�

0 M� Y�������� ��+� t = 0 	� Y	W�� �+����� ,���
����� �� 	+�����������-

�� �� ��� Q
D��D$

	� ��X�� ��	�
���� W� ��X�� �� 	W �����	� �W�� 	� �����
� Y��Y�	W����� �����
����0 C�����

	+���W���� ��&�������		� ����'�� W� Q
D��D

W� Y���� �� 	W �����	� �� 
������ ��� 	� ��X�� � 	W '� �� 	W �����	�

����'� <

Q
D��D

(t0) = Q
D��D#

= Q
���

+ (Q
D��D$

−Q
���

) e−
t0
τ

,9-

W��Y τ ��� Y����W��� � ����
�� �� ���Y���� ��� ������� �� ���� �� ��Y����W 	+�����0

C� 	W 
 
� �W���. �� �����W�� 	W �W�� ��W���	���� �� �� W�
���W�� ��+� 	W '� �� 	W ��W���	� 	� ��X�� ���

������ � Q
D��D$

,Y��������� �� ��X��- �� ��� 
������ ,W�
��- <

Q
D��D$

= Q
D��D#

e−
t1
τ

�� Q
D��D#

= Q
���

(
1− e−

t0
τ

)

1− e−
T
τ

/ ��� N��� ��� �������Y� YW���W��� 
������ �� 92 XW���
���� W� 
������. ��� ������W�Y� ����W�	����

RhD��D

= 1, 5 × 108 NW0�0


−3
�� ��� Y�
	�W�Y� C = 6 Y


3
0�NW

−1
. YW	Y�	�� ��
������
��� t0. t1 . τ W����

��� 	�� �W	���� ���� 
�� �� Q
D��D

0

C������� 	+���	����� �� Q
D��D

�� ���Y���� �� ��
�0 B��Y	���0

/ ��� D� Y�������W�� ��� ������� �� 	W ����� Pv = 800 NW ,������� �W�� 	W ����� YW��-. YW	Y�	�� ��
������/


��� 	�� �W	���� P
B#

�� '� �� �����	� �� P
B$

�� '� �� ��W���	� �� Y�
W��� W�� �W	���� �� �������� 
�������

Y��� 	� 
���Y��0

M� ��� 
������ ��� Y� 
���	� ��
	�'� ����� �� X��� ����	�W�� ���W�� 	W ��W���	�. �� ���W�Y�� ���

�YW��� �
���W��� ���� ����X	�� ���W�� 	W �����	�. �% 	+�Y��	�
��� ��� ������� ���X�	��� �� �W�� �� ��X��

�	���0
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� ������ ����������� ������� 	�� ��� ��		���

��� &���(�(���
 ��� �
��� (*�������� �(
� �� *���� ��	(�


CW�� Y���� W����. �� Y�������� �� (���� W��W�� �� �� ���	��� 	+��(���Y� �� 	W ��W�����0

M� �� 	WY� �W�� 	� YW��� �� 	+W����
W���� WY�������� < ��� ���� ������ ��� ��� Y�

� ��� �����XW����

W� �W��� � 	+��W� �+����	�X�� YW�WY������ W� ��� ������� ������
� P0. ��� 
W��� ��	�
���� ������
� ρ
�� ��� ������� W���Y�	W��� ��		�0 J+��W� �� (���� ��� ���Y ��Y��� W� <

• 	W ������� p1(M, t) = P0 + p(M, t)
• 	W 
W��� ��	�
���� µ1(M, t) = ρ+ µ(M, t)
• v⃗ 	W ������� W���Y�	W��� �� (����

J�� ��W������

p
P0

��

µ
ρ ���� ��� ��'��
���� ����� �� ��
��� �����0

M� ����� ��W	�
��� 	� Y��)Y���� �� Y�
�����X�	��� ����������� <

χs =
1

µ1

(
∂µ1

∂p1

)

S

M� Y�������� �W�� Y���� W���� ��� ���� ������ 
���Y���
W����� �� ��W��W�� � 	W ������� cs �W�� 	�


�	���. ���� �� ���	��� 	W ���Y�����0

/ ��� J���W����� 	+���W���� �� 	W Y������W���� �� 	W 
W��� ,4-. 	+���W���� �+D�	�� ,���W���� ,5- �W�� 	W���		�

η = 0- �� 	+��������� �� χS �� �����'W�� ���������
��� 	�� ���
�� ���	����0

C����� �2	� �2 ���
	�� 	+���W���� �� �+@	�
X��� ����'�� W� 	W ���������� p �� �X����� 	+���������

�� 	W Y�	����� cs �� ���Y���� �� χs �� ρ W� �� �W������
��� ��
��������	0

/ � � M� Y�������� ��� ���� 	W�� ���������� 
���Y���
W����� �� ��W��W�� ��	�� 	�� x Y�����W���0 JW

���������� WY�������� �+�Y���. �� ���W���� Y�
	��� <

p(x, t) = pmej(ωt−kx)

MX����� 	W ��	W���� �� ��������� ��	�W�� k � ω0
D���
�� 	W ������� W���Y�	W��� Y�
	��� v �� ���Y���� �� p0

M� ��'��� 	+�
��W�Y� WY�������� �W�� 	� (���� W� < Z =
p

v 0 D���
�� Z. ��� Z = |Z| �� ���Y���� �� ρ
�� χS 0

/ �!� M� ��'��� 	� Y�W
 �� ��Y����

−→
Π = pv⃗0 C����� ��� ��
 �� ��� �����0

J+��������� ������ I ��� ��'��� W� 	W ��	W���� I =< ||−→Π || > . �% <> ��������� 	+���W���� �� 
������

��
���		�0 D���
�� 	+��������� ������ �� ���Y���� �� pm. ρ �� cs0

M� ����� ��� 	�� ����	�W�� ��Y������ ��Y������ Y����Y��
��� 	W ��W�W���� ��� ����� �	��W�������

�W�� 	� Y��� ��
W��0

/ �"� J� W��W�� �+��� ���� �	��W������ �W�� 	� Y��� ��
W�� ������ ��� ����������� ��� ������  ���

��

W��WX	�� ��� 	�� ������0 M� Y�������� ��� 	�� �&��� X��	������� ���W���� WW�W������ ��� ��� ����

�+��������� ��������� � 3 U0Y


−2
0 D� ������� 	+��������� �� 	W ���������� 
W��
W	� ���	��WX	� 	��� �+���

�Y����W��� �� �&�Y���� 	+W	�YW���� ��
������ �� ���W�� ��� 
W��� ��	�
���� ��� 	�� ������ X��	�������

ρ ≈32

3
��1


3
0 ,D� �W����� �� �Y����W��� C�	�� ��W��W�� �� �� 	�
��� � ��� ���������� �� 3 � 7 
U1Y


2
0-

/ �#� J��� �� 	��� ��W�W���� �W�� 	�� ������ X��	�������. 	�� �	��W���� ��X������ ��� W�����W���� �� 	+�������

WY��������. �� �W�� �� ������ ����
���� �����W����0 M� ��� 
������ ��� 	+��������� ��� �	��W���� �W�� 	�

Y��� ��
W�� ���� ��� 	�� ���������		� �� 	W ���
� < I(x) = I0e
−x

δ
�% I0 ��� 	+��������� �����W	� �� 	+����

�	��W������ �� δ ��� 	W 	������� YW�WY���������� �� �����W���� �� 	+���� �	��W������0 N��� 	�� ������ 
���. 	W

	������� δ ��� �+�Y���� < δ = α
f0

W��Y f0 �� KG� �� α ≈ 2 Y
0KG�0

BW	Y�	�� 	+W�����W���� �� ��Y�X�	 �� 	+��������� ������ W��� 32 Y
 �� ������ ��W������ � ��� �������Y� ��

5 KG�0 B��Y	���0
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/ �$� O��	 ����
��� 	�
��� 	W ����	����� �W��W	� �� 	+�Y����W��� ? D���
�� 	W 	������� YW�WY���������� ℓ
�� ����	����� �� ���Y���� �� 	W �������Y� f0 �� �� 	W Y�	����� cs �� 	+���� �	��W������0

N��� 	+�Y����W��� C�	�� �� f0 = 3 KG�. YW	Y�	�� ��
������
��� ℓ0

C� �W�� �� 	W ���� ����� �W�		� ��� �	�X�	�� ������ ,≈ 6 µ
- ���W�� 	W 	������� �+���� �	��W������. 	+����

�	��W������ �+��� W� ��(�Y��� W� Y���/Y� 
W�� ��&���� �W�� ������ 	�� ����Y�����0 J+��������� ��&���� ���

����������		� W� ��
X�� �� ��&������ W� ����� �� ��	�
� �� ���� ��� 	�� W�W	���� � 	W 	�� �� PW�	���� ��

	W ��&����� �� 	W 	�
���� <

I
�������

∝ f4
0

0

/ �%� D�	����� ��
	�
��� �� ���	��W�� 	�� ������� W�� ���� ��������� ��Y������� �� ���� 	� Y���� ��

	W �������Y� �	��W������ 	��� �� C�	�� �W����� ��� ��������	 ,��������� �� ����W	. ��������� �� 	+W����� �

��	����. ����	����� �W��W	� ����W����-0

��� &��
*��� �� ���*����(���� "������

J+W	�YW���� 
���YW	� �� 	+�&�� C�	��. ��Y������ �� 3:65 W� I��W�� B������W� C�	��. ��� WW���

�W�� 	�� W����� 3;820 J� ���Y�� �+��� ����� C�	�� ��� ��Y��� ��� 	W '���� ;0

������ � � N���Y�� �� 	+�Y����W��� C�	�� �+��� W����� ,��� � 	+�Y��		�-

S�� ����� ������ �� ����W	 �	��W������ � ��� �������Y� f0 ��� ������ �����+� ��� ��������� d �% �� �����

��� W����� �� �� �W����W� �W�����0 J�� �	�X�	�� ������ ��&����� Y���� ���� �W�� ������ 	�� ����Y�����0 J+����

�������� �� ����Y���� �� 	W ����� ��� ����������� ��� W�W	���� W� �� ����Y����. Y� ��� ��
�� �+�X����� 	�

����W	 C�	�� �� �������Y� fD0 B���� �������Y� ��W�� ������ �W�� 	� ��
W��� W���X	�. �� ��� ����Y��
���

������ 	+��	��W���� �� W�W	���� 	�� �����XW����� �� ����W	 � 	+����		�0 M� ��� ��W	�
��� Y������ �+W�W	����

	� ��Y��� �� ����W	 C�	�� �� �X����� W���� ����Y��
��� 	W ������� ��� �	�X�	�� ������ < �� W�	� W	��� ��

��	�Y�
����� C�	��0

/ �&� M� ����� ��+�� �	�X�	� ����� �� 
���W�� � 	W ������� v ���� ���������� � 	W ������� ��� �	��W���� cs
�� ��	WY� ���� �� ���W�� ��� ������ T0 �� 	+���� �	��W������ W� �W��� � 	W ����W�Y� d ����� 	+W�����

�� 	W �����0 M� W�		� θ 	+W��	� ����� 	+W�� �� 	+W����� �� 	W ����Y���� �� ��W�W���� �� 	+���� ������ ,����
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'���� ;-0 M� W�		� f0 	W �������Y� �
��� W� 	W ����� �� f ′
0 	W �������Y� ����� W� 	W �����0 D� �Y��
W���W��

��
	�
��� 	W ����W���� 
������ ��� 	W �������Y� C�	�� fD ��'��� W� fD = f ′
0 − f0 ����'� 	+���W���� ,:- <

fD =
2f0v cos θ

cs
,:-

CW�� ���	 YW� �X�����/�� Y��Y����
��� ��� �������Y� C�	�� ���W���� ?

T���'�� ��� ��� �� �	�X�	� ����� �� ��	W�W�� �W�� 	+W���� � ������� 52 Y
1� 	W �������Y� C�	��

WW������ X��� W� ��
W��� W���X	� W��Y f0 = 3 KG�0

/  �� D�WX	�� 	W ��	W���� ����W��� 	�W�� 	+��Y�������� ��	W���� ��� 	W ������� v � 	+��Y�������� ��� 	W 
����� ��

	+W��	� <

u(v)

v
= u(θ)| tan θ|

M� Y�������� ��� 	W 
W��� �+������ WYY��WX	� ��� 	� YW	Y�	 ��� �������� �� ��	�Y�
����� C�	�� ���

��

u(v)
v ≈ 15%0 D� ����W�� ��� ��Y�������� ��� 	W 
����� �� 	+W��	� u(θ) = 10◦. YW	Y�	�� 	+W��	� 
W��
W	

���	��WX	� �� �Y����W��� C�	��0 B��Y	��� ��� 	W �WY�	��� �� ��� �� ����Y��� 	W 
W��� �+������ WYY��WX	�0

CW�� 	� YW� �+�� C�	�� �W����� �	�� 	W ����� �
�� �� ��W�� �+�
�	����� �	��W������� �� �������Y� f0 �

��� �������Y� �� ��������� W�	�� PRF ,N�	�� P�������� E������Y���- ,'���� 32-0 D���� ���� �
�	�����.

	� ����W	 ��(�Y�� ��� ���������� ���W�� ��� Y����� ��� ��� �+�Y���� ���� 	� Y���� �����
��� 	W ��������� d
�� 	� ��	�
� �� 	+�Y�� W�W	���. �� ��� ������ ���� 	� ����Y����0 S�� 
������ ��� ��� Y���W��� �+�
�	�����

��� ��W	���� ��� ��
����� 	� X����0

������ �� � N���Y�� �+�
������ �+�� C�	�� �	��

NW� �W��� � �� C�	�� Y������ �% 	� ����W�� �� ��������� �+��� W� ����X	�. 	+���	��W���� �+��

C�	�� �	�� ��
�� �� X���'Y��� �� 	W ����	����� �W��W	� �� �� ��YW	���� 	+��W
�� ��� 	� �W����W� � W�W	����

����� � ��� ��������� d < d
	B�

. �% d
	B�

����'� <

PRF =
cs

2d
	B�

,;-

/  �� I����'�� 	W ��	W���� ,;-0

D�	����� ��
	�
��� Y�

��� 	� Y���� �� 	W ������� �� 	W ��� ��� �+�Y���� W� �W��� � 	+�
������

��
�� �� Y������ 	W ��������� �� 	W ���� W�W	����0 I����'�� 	W ��Y������ �+��� *Y�����* ������� �+�Y����0

CW�� �� C�	�� �	�� �	 � W ���Y �� ��	W� 1/PRF ����� ���� �
������� �� �W��Y�W� �	��W������0 NW�

Y��������� 	W PRF Y�������� � 	W �������Y� �+�Y�W���		���W�� ,YW���Y� �� ���� �� ���- �� ����W	 ���� W�
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	W ����� �� 	W W�� �+�� �X��� � 	W ��������� d0 J� ����W	 ���� Y�
���� ���Y. 	W �������Y� W������� f0+fD.


W�� W���� �+W����� �������Y�� Y�

� f0 + PRF + fD �� f0 − PRF + fD. ���� � Y�� �Y�W���		���W��0

J� ����Y���� ���	��� ��� W�W	���� 	� ����W	 ���� ��� �Y��
W���� ��� 	W '���� 33 < �	 Y�
���� �� W
	�'/

YW����. �� 
�	��	���� �� �� '	��� W���/XW�0

������ �� � N���Y�� ��
	�'� �� 	+W�W	��� �� ����W	 C�	��

/  �� D� Y�������W�� ��� 	� ����W	 ���� W� 	W ����� Y�
���� 	�� �������Y�� f0 + fD. f0 + PRF + fD ��

f0 − PRF + fD �� �� �W��W�� 	+�������� fD < PRF . ���		�� ���� 	�� �������Y�� Y�������� �W�� 	� ����W	

�� ������ �� 
�	��	���� ? B�

��� Y������ 	W �������Y� �� Y����� �� '	��� W���/XW� W'� �� ��Y����� 	�

����W	 C�	�� ���	� ?

/   � CW�� 	W 
����� �% 	�� �	�X�	�� ������ �+��� W� ���� 	W 
 
� �������. 	� ����W	 C�	�� W �� ��Y���

Y������0 C������� 	+W		��� �� ��Y��� �� ������ �� 
�	��	����. �� Y�������W�� fD Y�

� ��W�� 	W �������Y�

C�	�� 
W��
W	� 
������0

D�	����� �� ���� 	� Y���� �� 	W PRF ��� �����
��W�� ��� ������ 	� ����
��� �� ��	��
��� �� ��Y���

,W	�W����-0 M� ������W 	� Y������ ������ �� �� ��Y����W ��� ��
0

C������� 	+W		��� �� ��Y��� �� ����W	 C�	�� W��� 	� '	���0

��� !
(���� ���
 "������ �(
���


N��� W�W	���� 	+����
X	� ��� �������� Y��Y�	W������ �W�� �� �W����W� �W�����. �� ���	��� 	W ��W�����
W����

�� E������ �W��� ,EER-0

������ �� � N������W���� �� ����� ��
������� �� 	+W�W	��� ��Y��W	�0 Q���Y� < F�W�W	��/M���� B �� B�W���/

���� @0 N���Y��� �� ��Y������� �� 	+�Y����W���/C�	��0 D�Y�Y	 K�� B��� ,D	������. NW���-. PW�����W������Y

� N���Y��� �� ��Y������� �+�
W�����. 57/225/B/ 32. 3;;;. 32 
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J�� ����	�W�� �X����� ���� �������� �� 5 ��
�������. ���� '���� 34 < �� WX�Y���� 	� ��
�. �� �������� 	W

�������Y� ,�������Y� C�	�� ���Y ��	��� � 	W ������� v �� �	�X�	� �����-. �� ��� Y�W��� ����. ��� X��		W�Y�

,Y+��� � ���� ��� ���������- ��� W��
���� W��Y 	W ������� ��� �	�X�	�� ������ � 	+������� �� Y���� �W	��� ��

�������Y�0

C��W�� 	+�Y����W��� C�	��. 	+WW���	 W)Y�� ����Y��
��� 	W ��������W���� v(t) �� ����W	 C�	��

,������� ��� �	�X�	�� ������ �� ���Y���� �� ��
�- = 	�� 	� ��
X�� �� �	�X�	�� ������ �� ��	W�W�� � 	W

������� Y��������W��� ��� �	���. 	�� 	� ����W	 WW�W!� X��		W�� ,���Y X	W�Y-0

JW '���� 35 ������� ��� �Y����W��� Y	W������ �+�� ���� �����. Y��	�� � �� C�	�� �W����� �� 	+W�����

���W	�0

������ �	 � DY����W��� �� ���� ����� �� C�	�� �� 	+W����� ���W	�. ����Y� < F�W�W	��/M���� B �� B�W���/

���� @0 N���Y��� �� ��Y������� �� 	+�Y����W���/C�	��0 D�Y�Y	 K�� B��� ,D	������. NW���-. PW�����W������Y

� N���Y��� �� ��Y������� �+�
W�����. 57/225/B/ 32. 3;;;. 32 

/  !� O��		� ��� 	W ��������� 
W��
W	� ��+�	 ��� ����X	� �� ������ W��Y 	W NPE ��Y���� �W�� 	W '����

35 ? D��/Y� Y������� W��Y 	W ��������� �� 	+W����� ������� ?

JW '���� 36 ������� 	�� ���� ��'	� �+�Y��	�
���� �� �W�� ���Y������ 	��� �+�� XW���
��� YW���W���0

Q�� 	W 	�W�� ��� W������ �� 	W��� �� 
���� YW	�X��. 	� ��X�� ��	�
���� ��� ���� �
���W�� W� ��X�� ��

	W �����	�0 J+�Y��	�
��� ��� ���X�	��� �� 	� ��'	 �+�Y��	�
��� ��� �� ��� 	��W����
���� ���Y ��W�� 	W� ,	W

Y��Y�� 	�
��� ��W�� �� ���� �W�X	� �W������- < ���� 	�� �	�X�	�� ������ �� ��	WY��� � 	W 
 
� �������0 M�

�X����� ���Y ��� 	� ����W	 C�	�� v(t). ��� �� �Y��	�
��� ���
W	. ��� X��		W�Y� �������� ��� 	+����	��

��������� �� �Y �����	����. �� �� ������� ��� ���� ��
X��. ���� '���� 360

N���W�� 	W '� �� 	W �����	� �� 	+����
X	� �� 	W ��W���	�. 	+�Y��	�
��� ��� �� ��� N������		�. 	� ��X��

��	�
���� ��W�� W	��� 	�� �W�X	�0 J�� �	�X�	�� ������ ��W�� ������
�
��� ��W���� �W�� 	� �W����W�. ��

�X����� ��� ��W������� ������
� �� 	W X��		W�Y� ��� ����� 	W �W����� �� ����W	 C�	�� v(t). ���� '���� 360

/  "� C����
����. � W���� �� ����W	 C�	�� v(t) �� 	W '���� 35 �� ��� ������� W���Y����. 	W �������Y�

C�	�� Y��������W�� W�� �	�X�	�� ������ 	�� 	�� �W���� ���W�� 	W �����	� �� ���W�� 	W ��W���	�0

T���'�� ��� 	W PRF Y������ ��
�� �+������ 	� ��	��
��� �� ��Y���0

/  #� D� ���� W��W�� ��� ��	�YW����� �� 	W '���� 36 �� �� ���� W��W�� ��� 	� ����W	 C�	�� v(t) ��

	W '���� 35 ������ �� ��Y��� �� �������Y� �� ����W	 C�	�� ���� ���W�� �����	� �� ��W���	�. W��Y ���

�Y��		� �� ��������� W�X���W���0
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������ �
 � N��'	 �+�Y��	�
��� ���W�� 	W �����	� �� 	W ��W���	� �� ����W	 C�	�� v(t) W���Y��0 JW ����

��
X�� ���� 	� �Y �� 	W �����	� ,���� �����- 
����� ��� 	W ��W�� ���W	��� ��� �	�X�	�� ������ ��� ��� ��W���

�������0

S�� ������� ��� �� �����Y����
��� �� 	W ��Y���� �+��� W����� �� �W�� ���Y�W	�
��� �� 	+WYY�
�	W���� ��

��W���� �� YW	Y��
 �W�� 	W W���0 S� C�	�� �W����� ��
�� �� �����
���� ��Y���
��� 	� ��W�� �� 	W �������

,Y+��� � ���� ��� ����� �+W�W�Y�
���-. �� 
W����� ���� �W��� �� ��� ���W����0

M� ����� �W�� 	W '���� 37 ��� ��������W���� �� ����W	 C�	�� Y	W������ v(t) �X����� �W�� 	� YW� �+��

�Y��	�
��� ���
W	. �� ��� ��� ������� �� ��W�� H ��� HT0

������ �� � B	W���'YW���� ��� ��Y���� C�	��. ��	�� 	� ����� �� �������. ����
� �� ���Y���W�� ��

����Y���� �� 	W ����WY� �� 	W 	�
����. �+W��� CW��W� K0 S	��W������W��� �W�Y�	W��� ��W���������0 R������

�� �W�����0 NW��� < T����. 3;;30

/  $� O��		�� ���� 	�� ���Y�W	�� 
���'YW����� �X������� ��� ��� ������� �� ��W�� H ?

D�	����� Y�

��� �� W�W	��W�� 	� ����W	 C�	�� �� 
���Y�� ��� �����
���� �W���
��� 	W ����Y����

�� ��Y���� �� �W����W�0 B�

��� ����W��/�	 ������ � 	+����		� Y� ��W�� �� ������� ?

/  %� O��		�� ���� 	�� ���Y�W	�� 
���'YW����� �X������� ��� ��� ������� �� ��W�� HT ?

C����� ��� ��	�YW���� ����X	� ��� 	�� �������Y�� ���W����� �X�������0

B�

��� �� 
���Y�� �����/�+�	 � 	+����		� Y� ��W�� �� ������� ?
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� ���� �� �� ������
�� ��� �������� ������

M� �+��������� �W�� Y���� W���� � 	W �����
W���� �� � 	W 
�YW����� �+�� �	�X�	� ����� ������0 JW ��/

���
WX�	��� ��� �	�X�	�� ������ �� 	���� �������� 
�YW������ ���� ���� �
���W���� ��� 	W Y��Y�	W����

�W������0 N	������� 
W	W���� �� ����Y����� ���� Y������ ��� W&�Y��� ����Y��
��� 	��� �����
WX�	��� Y� ���

��� ��������� ��� Y�
	�YW����� ��� 	W Y��Y�	W���� �W������0

������ �� � W- K���	��W���� �+�� �	�X�	� ����� W� ���� W� ��� ����� �� ������� ����'Y��		� γGR0 X-

F	�X�	� ����� �����
� �� �		���"�� �� ����	����� W		����� W��Y 	�� ��
�/W��� M �� m < M 0

��� %����� ��	����� ���
 ���)��� �����

CW�� Y� ��X	�
�. �� Y�������� �� �	�X�	� ����� 
���	��� W� ��� ����� �����
WX	� �����W�� ���


�
X�W�� Y��������� �+��� X�Y��Y�� �� �����	�����0 D� ��
���� W����
W����. �� W� ���Y�� �� ��
	�/

'YW����. Y���� 
�
X�W�� ���  ��� Y��������� Y�

� ��� ������WY� ��'��
��� '�� �� Y��)Y���� �� �������

����'Y��		� γGR ,���� '���� 38W-0 J� 	������ Y������ �W�� 	� �	�X�	� ����� ��� Y�������� Y�

� ��Y�
���/

��X	�0

/  &� C�Y���� ��� �������Y� 
���W�� �� ��� �� ����
��� W���Y�� � 	W ������� ����'Y��		�0 N������ ���

��'������ �� Y��)Y���� �� ������� ����'Y��		� �� �W�	�� 	+������� ������� �� Y� Y��)Y����0

M� Y�������� ��� ������ 	������ �������� �� �W��� R W��Y ��� ������WY� ���� 	� Y��)Y���� �� �������

����'Y��		� ��� ���� γ0 JW ������� � 	+��������� �� 	W ����� ��� ����� P1 �� 	W ������� � 	+��������� ��� �����

P20 M� ���� V 	� ��	�
� �� 	W �����0

/ !�� N��Y���� 	+����� �� 	W ��
������ �� Y��)Y���� �� ������� ����'Y��		�0 PW�	�� 	+��������� �� 	+�������

W���Y��� W� ����
��� �� ������� ����'Y��		� ��� Y� �����
�0

/ !�� @ W���� �+��� ��W�����
W���� ��'������
W	� �� �W��� �� 	W �����. ��� W��� �� R � R+dR. ����
��

	� ��W�W�	 ��� ���Y�� �� ������� �� Y�	�� ��� ���Y�� �� ������� �� ����WY�0 K������ ��+�	 ������ � 	+����	�X��

��� ��&����Y� �� ������� ����� 	+��������� �� 	+���������0 D� ������� ��� ��� �� �	�X�	� ����� 
���	��� W�

��� ����� ,'���� 38W- �� Y��)Y���� �� ������� ����'Y��		� γGR �� W ��� ��&����Y� �� ������� ∆P �����

	+��������� �� 	+��������� < ∆P = 2γGR
R 0 C����
���� �� ����� �� ��W����� �� 	W ��&����Y� �� ������� ∆P

��W�� 	� �	�X�	� ����� ��� �������� W� ����0

/ !�� M� Y�������� 
W�����W�� ��� 	� �	�X�	� ����� �� �����
� 	�����
��� ,� YW��� �+�� �Y��	�
��� ��

�+��� ���Y� W	�����- �� ���� ��� ���
� �+�		���"�� �� ����	����� W		���� W��Y 	�� ��
�/W��� 
W���� M ��


����� m ,'���� 38X-0 O��		� ��� 	W ��	W���� ����� 	�� �����
W����� �	�
���W���� dm �� dM ? M� �W�		�

��� 	� ��	�
� �+��� �		���"�� �� ����	����� ,W�	�� ��	W��- ��� ����� W� V = 4
3πm

2M 0

/ ! � N��� �� �W�X	�� �����
W�����. �� �Y��� M = R(1 + ϵ). �� m = R(1− ϵ′) W��Y ϵ ≪ 1 �� ϵ′ ≪ 10 O��		�

��� 	W ��	W���� ����� ϵ �� ϵ′ W� ��
��� ����� ? D� ������� 	+��������� �� m �� ���Y���� �� ϵ0 M� W�
�� ���

	W ���Y� ��� 	+�� ���� W	����� W��W	�
��� ��� �������� ��� �����
W���� ��W����� �� M . �W�� W� ��
���

����� �� ϵ <

∥∥∥F⃗γ

∥∥∥ ≈ 3πγGR.R.ϵ0 D�	����� ������� �� ��� Y��������� ��+�� �	�X�	� ����� ��� �	W������

��� �� ������ �����
W�����0 BW	Y�	�� 	+����� �� ��W����� �� 	W ���Y� � W	����� ��� �����
�� �� �	�X�	�

����� �+�������

M−R
R = 10% ��	�� 	+W�� 
W����0
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������ � � H�����WY� ����� 	�� 
�	���� 3 �� 4 ,�� ����� n1 > n2-0

��� &������
 �� �(��(���
  (����*�� *�����*��(���

@'� �+��������� ��� �����
W���� 
�YW����� ��� �� �	�X�	� �����. �� Y�������� �W�� 	W ����� ��� ��Y�/

������ ������� XW���� ��� 	W ������� �� �W��W���� ������ ��������� W� �� 	W��� Y������0 JW 
�
X�W��

�� �	�X�	� ����� ��W�� 	+��������� �� �	�X�	� ����� ,
�	��� 3- �� 
�	��� ��������� ,
�	��� 4-0 B�� ���� 
�/

	���� ������  ��� Y��������� Y�

� ���	�Y������� �� ��W��W����� �+����Y�� ����Y���� n1 �� n2 ��	 ��� n1 > n20

M� ����W��� �����
���� 	+��������� �� 	W ������� �� �W��W���� �+�����W�� ��� 	+������WY� W� ��� W��Y��

Y����Y�	W��� ��W��W�� 	+���� �	�Y���
W�������� Y�

� �� ����
X	� �� ������ �� 
 
� �������Y�0 M�

�W�		� 	+��������� ��� Y��)Y����� ,���� �� E�����	- �� ��(����� �� �� ��W��
������ �� ������� ,�� ��

���������- ,���� ���W����� �� 	W '���� 39- �W�� 	� YW��� �+��� ���� ��W������� �	�Y������ ,RD- <

R(θi, θt) =

(
n2 cos θt − n1 cos θi
n2 cos θt + n1 cos θi

)2

, �� T (θi, θt) =
4n1n2 cos θi cos θt

(n2 cos θt + n1 cos θi)
2

W��Y θi 	+W��	� �� �W��� ��Y�����. θr 	+W��	� �� �W��� ��(�Y�� �� θt 	+W��	� �� �W��� ��W��
��0

/ !!� PW�	�� 	+��������� �� 	W ��W����� �� 
����
��� �+�� ����� �� ���Y���� �� ��Y���� �+���� k. ���
�� ���Y���� �� ��� ������� E. �� 	+����Y� �� 
�	��� n �� �� c 	W ������� �� ��W�W���� �� 	W 	�
���� �W�� 	�

����0 J+������� �+�� ����� �����/�		� �� 
�	��� �W�� 	����	 �	 �� ��W�� ?

/ !"� M� Y�������� �� �W��Y�W� 	�
����� ��W�����W�� N ������ W� ����� �� ��
� �� �� ����WY� ���

��W� 	+������WY� �	 �	4���	4� 	
�2��0 C����
���� 	W �W��W���� �� ��W����� �� 
����
��� W� �����

�� ��
�. �����

−→
dp ��� � 	W ��(����� �� 	W ��W��
������ ��� ������ ��WW�� ��� ����WY� �	�
���W��� dS

�+������WY�0 D���
�� Y� ����	�W� �� ���Y���� ��� Y��)Y����� �� ��(����� R �� �� ��W��
������ T �� ��� ����Y��

�� ����WY����0 D� ������� 	+��������� �� 	W ���Y�

−→
dF ����Y�� ��� 	+�	�
��� �� ����WY�

−→
dS = dS−→uz W� 	� (�� ��

������ ��� 	+������WY� �W�� 	� YW� �+��� ��Y����Y� ���
W	� �� ���Y���� �� N . E. c. ��� ����Y�� �� ����WY����

�� ��� Y��)Y����� R �� T 0

/ !#� I����'�� ��+�� ��Y����Y� �X	���� θi ,���� '���� 39-. 	W ���Y� ���W	� �� ������� �� �W��W���� ��� 	+�	�
���

�� ����WY� dS ��� �������� ��	�� 	W ���
W	� � 	+������WY�0

M� ��'��� 	W ������� �� �W��W���� Prad Y�

� ��W�� 	W ���Y� W� ����� �� ����WY� ����Y�� W� 	� (�� ��

������ ��� 	+������WY� ��	�� +−→uz0 M� 
����� W	��� ��� 	W ������� �� �W��W���� ����Y�� ��� 	+������WY� W� 	�

	W��� �� ��W��W�� �+�� 
�	��� 3 ���� 	� 
�	��� 4 �W�� 	� YW� �+��� ��Y����Y� ���	Y����� θi ,���� '���� 39-.

�+����
� W� <

Prad(θi) =
n1I

c
cos2 θi

[
1 +R(θi, θt)−

n2. cos θt
n1. cos θi

T (θi, θt)

]
,32-

3:



/ !$� T���'�� ��� Y���� ��������� ��� Y�
W��X	� W��Y 	�� ����	�W�� �� 	W �������� 670 CW�� ���	 ���� 	W

���Y� �� ������� �� �W��W���� ���/�		� �������� �W�� 	� YW� Y�������� ,n1 > n2- ? H������� ��� �� �Y��
W �W��

���	 ���� �� �����
��W�� 	+������WY�0

/ !%� Q� 	�� ������ �� ��W���� �� 
�	��� 4 ���� 	� 
�	��� 3. �������� ��� �� �Y��
W 	�� ��&������ �W����

��Y�����. ��(�Y�� �� ��W��
�� W��Y 	���� W��	�� ����Y����0 O��		� ���W�� 	+��������� �� 	W ������� �� �W��W����

�� ��Y����Y� ���
W	� ��� ��� ��W�W���� �� 
�	��� 4 ���� 	� 
�	��� 3 ? H������� ��� �� �Y��
W �W�� ���	

���� ��� �������� 	W ���Y� �� ������� �� �W��W���� �� �W�� ���	 ���� �� �����
��W�� 	+������WY�0

M� Y�������� �� �W��Y�W� 	W��� Y�	�������� �+��������� ������
� �� �� ��W��W�� �� 
�	��� �+����Y� n1

���� 	� 
�	��� �+����Y� n2. �� ����W�Y� P �� �� ��
�/	W����� �� �W��Y�W� w00 M� Y�������� 	� YW� �% 	� 	W���

��� ��YW	��� ��� 	+������WY� 	W�� �� z = 0 W��Y �� W��	� �+��Y����Y� θi0

/ !&� C����
���� 	+��������� �� 	W ������� �� �W��W���� Prad(θi) �� ���Y���� �� 	W ����W�Y� P . �� 	W

��
�/	W����� �� �W��Y�W� 	W��� w0 �� ��� ����Y�� ,n1 �� n2-. �� c �� �� θi ������
���0

������ �� � D��	����� �� 	W ������� �W��W���� �� ���Y���� �� 	+W��	� �+��Y����Y� θi �� �� Y����W��� �+����Y�

δ = n1−n2
n1

�� Y�������W�� n1 '��0

/ "�� Q�� 	W '���� 3:. �� W ��WY� 	W ������� �� �W��W���� Prad �� z = 0 �� ���Y���� �� 	+W��	� �+��Y����Y�

��� ��&������ Y����W���� �+����Y� δ = n1−n2
n1

� n1 '��0 H��������� 	+WW������ �+�� 
W��
�
 �W�� 	��

Y���X�� �� 	W '���� 3:0 @ ���� Y�������� 	+W��	� ���� θ∗ ��� 	����	 Y� 
W��
�
 ��� �X���� ? B�

���

�W��� 	W ������� �� �W��W���� �� ���Y���� �� θi ��� θi > θ∗0

/ "�� N��� θi → 0. �� 
����� ��� 	W ������� �� �W��W���� ��� �� �W��Y�W� 	W��� �� ��W��W�� �� 
�	���

3 ���� 	� 
�	��� 4 ���� ���� ��� �W	��� W��
������� � YW	Y�	�� �� ���Y���� �� P, w0, c, n1 �� n20

EW��� ��� W	�YW���� ��
������ W��Y P = 500 mW . w0 = 10 µm. n1 = 1, 38 �� n2 = 1, 350

��� "����	(���
 �� ��������� ���
 ���)��� �����

M� �		�
��� �� �	�X�	� ����� �� �W��� R W��Y �� 	W��� Y�	�������� �� ��W��W�� ��	�� 	+W�� z. �+���������
������
� I �� �� ��
�/	W����� w0 ,'���� 3;W-0 M� Y�������� 	� YW� �% w0 ≤ R0 J� �	�X�	� ����� �+����Y� nGR

,nGR = n1 = 1, 38- ��� ������� �+�� 
�	��� ��������� �+����Y� next ,next = n2 = 1, 35-0

3;
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������ �� � W- QY��
W �� �W��Y�W� 	W��� ��YW	��� ��� �� �	�X�	� �����0 X- H		����W���� �+��� �����
W���� W�

	W��� �+��� 
�
X�W�� �������� W���
�	WX	� � �� �	�X�	� ����� ,�� �W�� < W� ���� = �� XW� < ���� ���W��W����

	W���-0

M� ���	��� �� 
���	� ������ �� �W��� 	�
�����0 M� ����� 	+W��	� �+��Y����Y� �+�� �W��� ��� 	W �����

W� 	+W��	� θi ,���� '���� 3;W-0

/ "�� P��������� ��W	��W����
��� 	W ������� �� �W��W���� �+�����W�� �� Y�W��� ���� �� 	W ����WY� ���

	+������WY� W�W�� �� W������0 M� ����W Y��������� ��&������ YW�0 P��������� W	��� ��W	��W����
��� 	W ���Y�

���W	� ��� � 	W ������� �� �W��W���� �+�����W�� ��� 	W �WY� W�W�� �� ��� 	W �WY� W������ �+�� �	�X�	� �����0

I����'�� � 	+W��� �+�� �Y��
W 	W ���
� ���� W� 	� �	�X�	� ����� ��� 	W '���� 3;X- 	������ Y�	��/Y� ��� �Y	W���

W� 	� 	W���0

/ " � D� Y�������W��. �� ��
���� W����
W����. ��� 	� �W��Y�W� 	W��� ��� ��)�W

��� 
��Y� ��� W����

θi << 1 ��� ���� 	� �W��Y�W� 	W���. YW	Y�	�� 	W ���Y� ���W	� ��� 	+������WY� W�W�� �� �	�X�	� ����� ,'���� 3;W-0

D� �������. �� 
 
� ��� ��������� �� 	W ���Y� ��� 	+������WY� W������0

/ "!� D� ���	��W�� 	�� ����	�W�� �� 	W W���� 503. ������ 	W ��	W���� ��� ��	�� ���W

��� 	W ������� ����'Y��		�

�� �	�X�	� ����� γGR. 	W �����
W���� ϵ = M−R
R �� 	+��������� �� �W��Y�W� 	W��� I. ��
���W�� W���� ��

�����
���� ��� �������� 
�YW������ �� �	�X�	� ����� W� 	W���0

/ ""� @ W���� ��� ��������� 75 �� 76. YW	Y�	�� 	W ���Y� ���W	� ��� �+����Y� ��� 	� �	�X�	� �����0 D�	�����

W	��� ������� �	 ��� �����WX	� �+���	���� ���� �W��Y�W�� 	W���� W'� �+W���� ��� ������� '�� ��� 	� �	�X�	�

�����0 N������ � 	+W��� �+�� �Y��
W ��� Y��'���W���� ���	��W�� ���� �W��Y�W�� 	W����0
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