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AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
SECONDE ÉPREUVE ÉCRITE

Notations, définitions et énoncés utiles

On désigne parN l’ensemble des entiers naturels, parR le corps des nombres réels, par C l’ensemble
des nombres complexes.

Dans tout le problème, N et M désignent des entiers naturels non nuls.

On désigne par px, yq P RN ˆ RN ÞÑ px|yq “
Nÿ

i“1

xiyi le produit scalaire usuel sur RN et par

x P RN ÞÑ }x} “
a

px|xq la norme associée. Étant donné un sous-espace vectoriel F de RN, on note
alors FK “

�
x P RN, px|yq “ 0 pour tout y P F

(
.

On noteMNpRq l’ensemble des matrices carrées N ˆ N à coefficients réels etMM,NpRq l’ensemble
des matrices à M lignes et N colonnes, à coefficients réels. On identifiera les vecteurs de RN avec des
matrices deMN,1pRq.

Pour A une matrice à M lignes et N colonnes, on note AJ sa matrice transposée, à N lignes et M
colonnes.

On dit qu’une matrice symétrique A de MNpRq est non négative si pour tout x P RN, on a
pAx|xq � 0. On dit que A est positive si pour tout x P RNzt0u, on a pAx|xq ą 0.

Le problème est organisé en 5 parties. Les résultats des questions préliminaires peuvent
donner des idées ou des arguments utiles dans les parties ultérieures. Chacune des parties fait
appel à des techniques différentes et commence de manière à se familiariser progressivement
avec les notions mises en jeu. Les parties 2 et 3 puis 4 et 5 sont liées. Le cas échéant, il peut être
fait référence à un résultat établi dans une des parties précédentes.

Questions préliminaires

1. Soient a, b deux réels avec a ą 0. Donner l’allure du graphe de x P R ÞÑ a
2x2 ´ bx.

2. Soient a, b deux réels avec a ă b et u : ra, bs Ñ R une fonction de classe C2 sur ra, bs. On
suppose qu’il existe x0 Psa, br tel que upx0q “ mina�x�b upxq. Montrer que u1px0q “ 0 et
u2px0q � 0.

3. Soit F un sous-espace vectoriel deRN et soit P la matrice de la projection orthogonale de
RN sur F relativement à la base canonique de RN. Montrer que pour tout x P RN, on a
}Px} � }x}.

4. Soit une matrice C PMM,NpRq. Montrer que ImpCJq “
`
KerpCq

˘K.

Première partie : sur les séries de Fourier

Dans cette partie, on considère une fonction f : RÑ C, 2π-périodique et continue sur r´π, πs. On
lui associe la série de Fourier

ÿ

nPZ

pf pnqeinx où, pour tout n P Z, pf pnq “ 1
2π

ż π

´π
f ptqe´int dt. (1)

5. Rappeler, sans plus de justification mais précisément, en quel(s) sens la série de Fourier
converge vers f lorsque f est continue et lorsque f est de classe C1.

6. On considère la fonction définie par gpxq “ xpπ ´ xq pour x P r0, πs et prolongée par
parité sur r´π, 0s et par 2π-périodicité sur R. En donner une représentation graphique
sur r´2π, 2πs et exprimer sa série de Fourier.
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7. Calculer
ż π

´π
|gpxq|2 dx pour la fonction g introduite à la question précédente.

8. En déduire les sommes
8ÿ

n“1

1
n2

et
8ÿ

n“1

1
n4

.

Dans toute la suite de cette partie, on fixe r P N avec r � 2 et on suppose que f est 2π-périodique
et de classe Cr sur R.

9. Montrer que l’on peut trouver une constante Mr ą 0 telle que pour tout n P Zzt0u, on a

| pf pnq| � Mr

|n|r .

10. A-t-on alors convergence normale sur r´π, πs de la série de Fourier vers f ? Peut-on dire
que la série de Fourier converge uniformément sur r´π, πs? (Ce qui permettrait d’écrire
f pxq “

ÿ

nPZ

pf pnqeinx.)

11. Soit un entier naturel L P Nzt0u. On pose

ILr f s “ 1
L

L´1ÿ

ℓ“0

f
´2πℓ

L

¯
.

Montrer que
ILr f s “

ÿ

nPZ

pf pnLq.

12. En déduire que l’on peut trouver une constante M1
r ą 0 telle que

ˇ̌
ˇ̌ 1
2π

ż π

´π
f ptq dt ´ ILr f s

ˇ̌
ˇ̌ � M1

r

Lr .

13. Illustrer par un dessin et commenter le résultat obtenu.

Deuxième partie : étude d’une fonctionnelle quadratique

Soient b P RN et A une matrice symétrique deMNpRq qu’on suppose non négative 1. On pose

J : x P RN ÞÝÑ 1
2

pAx|xq ´ pb|xq.

14. Montrer que si x P RN satisfait Ax “ b alors, pour tout h P RN, on a Jpx ` hq � Jpxq.

15. Réciproquement, montrer que si J atteint un minimum en x P RN, alors Ax “ b. (On
pourra poser h “ tk, avec t P R, k P RN, dans l’expression de Jpx ` hq.)

Dans toute la suite de cette partie, on suppose que A est positive. (La définition est rappelée
en préambule du sujet.)

1. La définition est rappelée en préambule du sujet.
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16. Montrer qu’il existe α ą 0 tel que pour tout x P RN, on a pAx|xq � α}x}2.
17. En déduire que lim}x}Ñ`8Jpxq “ `8.

18. Montrer que A est inversible et que l’on peut trouver β ą 0 tel que pour tout y P RN, on
a pA´1y|yq � β}y}2.

19. En conclure qu’il existe un unique x P RN, que l’on caractérisera, en lequel J admet un
minimum sur RN.

Troisième partie : un problème connexe

Soient A une matrice symétrique et positive 2 deMNpRq, b P RN, C une matrice de MM,NpRq et
une matrice colonne c P RM. On note

C “
�

x P RN, Cx “ c
(
.

On suppose de plus dans toute cette partie que A admet au moins deux valeurs propres distinctes.

20. Montrer que infx�0
pAx|xq

}x}2 ă |||A||| “ supx�0
}Ax}
}x} .

21. En étudiant comme précédemment Jpx ` hq avec x P C et h P KerpCq, montrer que J
atteint un minimum surC en x si et seulement si pour tout h P KerpCq, on a pAx´b|hq “ 0.

22. En déduire que J atteint un minimum sur C en x si et seulement si il existe p P RM tel
que "

Ax ` CJp “ b,
Cx “ c.

(2)

23. Montrer que ce système (2) admet une unique solution px, pq P RN ˆRM si et seulement
si rangpCJq “ M.

24. Donner un procédé permettant de construire, à partir de la matrice C, la matrice de la
projection orthogonale P de RN (dans la base canonique) sur KerpCq.

25. On suppose c “ 0. Soient px, pq P RN ˆRM solution de (2) et P la matrice de la projection
orthogonale deRN sur KerpCq (dans la base canonique). Avec xp0q P RN et ρ ą 0 donnés,
on construit la suite définie par

xpn`1q “ P
`
xpnq ´ ρpAxpnq ´ bq

˘
, pour tout n PN.

Montrer qu’il existe ρ0 ą 0 et 0 ă κ0 ă 1 (qu’on explicitera) tels que si 0 ă ρ ă ρ0, alors
pour tout n P N, on a

}xpn`1q ´ x}2
� κ0}xpnq ´ x}2.

26. Que peut-on en déduire ?

Quatrième partie : sur un problème aux limites

On va étudier le problème aux limites

´papxqu1pxqq1 “ f pxq pour 0 ă x ă π et up0q “ upπq “ 0 (3)

où f : r0, πs Ñ R est une fonction continue, a : r0, πs Ñ R est une fonction de classe C1 telle qu’il
existe a˚ ą 0 vérifiant apxq � a˚ ą 0 pour tout x P r0, πs. À cette fin, on introduit l’ensemble

H0 “ tv : r0, πs Ñ R, de classe C1 et telle que vp0q “ vpπq “ 0u
qu’on munit de la norme

}v}2
H0

“
ż π

0

`
|vptq|2 ` |v1ptq|2

˘
dt

qui fait deH0 un espace préhilbertien réel. On notera pu|vqH0
le produit scalaire associé.

2. La définition est rappelée en préambule du sujet
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27. Montrer que la famille de fonctions x ÞÑ sinpxq, ..., x ÞÑ sinpNxq est orthogonale dans
H0 (pour ce produit scalaire), puis justifier que c’est une famille libre. On notera FN le
sous-espace engendré par cette famille.

28. On introduit la matrice A PMNpRq dont les coefficients sont donnés par

Ak,ℓ “ kℓ
ż π

0
apxq cospkxq cospℓxq dx. (4)

Montrer que A est symétrique et positive 3.

29. Montrer qu’on peut trouver une constante réelle γ ą 0 telle que pour tout élément v de
H0 et tout x P r0, πs, on a

|vpxq| � γ
dż π

0
|v1pxq|2 dx.

30. Soit µ P R. Montrer que le problème de Cauchy

´pau1q1 “ f, up0q “ 0, u1p0q “ µ

admet une unique solution, qu’on notera uµ, définie sur r0, πs.
31. Établir que µ ÞÑ uµpπq est une fonction affine et en déduire que l’on peut trouver une

unique valeur µ˚ P R telle que uµ˚
pπq “ 0 (ce qui définit donc une solution de (3)).

32. Soit u : r0, πs Ñ R une fonction de classe C2 qui est solution de (3). Montrer que pour
tout ϕ PH0, on a ż π

0
apxqu1pxqϕ1pxq dx “

ż π

0
f pxqϕpxq dx.

33. Montrer que

pv1, v2q ÞÑ Apv1, v2q “
ż π

0
apxqv1

1pxqv1
2pxq dx

définit un produit scalaire surH0.

34. En déduire que (3) admet une unique solution dansH0.

35. Soient un réel K ą 0 et
`

fm
˘

mPN une suite de fonctions définies sur r0, πs telle que, pour
tous m PN et x P r0, πs, | fmpxq| � K et lim

mÑ`8
fmpxq “ f pxq.

Montrer que lim
mÑ`8

ż π

0
| fmpxq ´ f pxq| dx “ 0.

36. On désigne alors par um et u les solutions de (3) associées à fm et f respectivement.
Montrer que

lim
mÑ`8

ż π

0
|u1

mptq ´ u1ptq|2 dt “ 0

et que um converge vers u uniformément sur r0, πs.
37. On suppose que f pxq ą 0 pour tout x P r0, πs. Montrer que la solution u de (3) associée

vérifie upxq ą 0 pour tout x Ps0, πr. On suppose ensuite que f pxq � 0. Montrer qu’alors
u est à valeurs non négatives.

38. On définit x ÞÑ ruNpxq “
řN

k“1 yk sinpkxq comme le projeté orthogonal surFN de u, solution
de (3), pour le produit scalaire défini parA. Montrer que le vecteur y “ py1, ..., yNq vérifie
Ay “ b où A est la matrice définie par les relations (4), pour un vecteur b P RN qu’on
précisera.

3. La définition est rappelée en préambule du sujet.
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39. Soient w1,w2 P RN et c1, c2 P R . Exprimer le problème de minimisation de l’application
y ÞÑ 1

2 pAy|yq ´ pb|yq sur ty P RN, pw1|yq “ c1, pw2|yq “ c2u sous forme matricielle, et
justifier qu’il admet une unique solution, moyennant une hypothèse adéquate sur les
vecteurs w1 et w2.

Cinquième partie : un cadre fonctionnel plus élaboré

On introduit maintenant l’ensemble H des fonctions continues surR, éventuellement à valeurs dans
C, et 2π-périodiques telles que

Np f q “
d ÿ

nPZ

`
1 ` |n|2

˘
| pf pnq|2

¯
ă `8

où pf pnq est défini par la relation (1) dans la première partie.

40. Montrer que si f : RÑ C est de classe C2 sur R et 2π-périodique, alors f P H.

41. On admet que que pour toute fonction f continue et 2π-périodique et pour ǫ ą 0 il existe un
polynôme trigonométrique x ÞÑ φǫpxq “

ÿ

|k|�Kǫ

αkeikx, où les coefficients αk sont des complexes,

tel que } f ´ φǫ}L8pr´π,πsq “ supxPr´π,πs | f pxq ´ φǫpxq| � ǫ.
Justifier que la série de Fourier de f converge vers f dans L2pr´π, πsq.

42. Soir f PH0. On prolonge cette fonction en une fonction impaire sur r´π, 0s, puis par 2π-
périodicité en une fonction de classe C1 surR. On peut alors considérer les coefficients de
Fourier de ce prolongement 4, qu’on persiste à noter f . Montrer que } f }H0

“ ?
πNp f q.

43. Montrer que pH,Nq est un espace vectoriel normé.

44. Montrer que pH,Nq est un espace de Hilbert.

45. Soit f P H. Montrer que l’on peut trouver une constante réelle K ą 0 telle que pour tout
ψ : RÑ C, de classe C1 sur R et 2π-périodique, on a

ˇ̌
ˇ̌
ż π

´π
f ptqψ1ptq dt

ˇ̌
ˇ̌ � K

dż π

´π
|ψptq|2 dt.

Cette dernière relation permet d’identifier f 1 comme une fonction de carré intégrable,
qui coïncide avec sa série de Fourier.

46. Montrer que la suite
`

ruN
˘

NPNzt0u construite dans la partie précédente converge unifor-
mément vers u, solution de (3).

47. Quel est l’intérêt des résultats de la première partie dans ce contexte ?

FIN DU SUJET

4. On ne demande pas de vérifier la régularité C1
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