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&K' B�
���� 
�� |X| �� |Y |( �����L����	�
� ��� �J����� JK������ ��� �J��JK��� J��J������
X �� Y ( �������
� �
� �����J
L� "
��* :J�L���� E(X) �� E(Y )*

.

C
 L�
������ (Zn)n∈N =
(
(Xn, Yn)

)
n∈N �
� ����� �� �J��JK��� J��J������ �
����
�J
��� � �J�����

�J
� Z2
( ������ �� 	�	� ��� 
�� �� L����� (X, Y )*

C
 
��� (Sn)n∈N �J ����� �� �J��JK��� J��J������ � �J����� �J
� Z2
��"
�� �J�

S0 = (0, 0) �� ∀n ∈ N∗, Sn =
n∑

i=1

Zi.

-* B�
���� 
��( ���� ���� n �J
� N( �J ��� �� Sn ��� ��	����
��*

.* G��� n �J
� N∗
*

&J' B�
���� 
�� �J �J��JK�� J��J����� ∥Sn∥2 ������� �
� �����J
L� "
��( �� �J �����	�
��*

&K' <
 ������� 5 P (∥Sn∥2 ⩾ 2nα) ⩽
1

2
*

/* D��� ���� n �J
� N∗
( �
 
��� Bn =

{
x ∈ Z2

∣∣ ∥x∥2 < 2nα
}
*

&J' B�
���� 5 ∀n ∈ N∗, P (S2n = 0) =
∑
x∈Z2

P (Sn = x)2*

&K' <
 �������( �
 ������J
� �%�
��J���� �� :J�L��)GL��J��( 
��

∀n ∈ N∗, P (∥Sn∥2 < 2nα)2 ⩽ |Bn| P (S2n = 0).

0* &J' B�
���� �%������
L� �%�
� L�
��J
�� C > 0 ����� 
��

∀n ∈ N∗, |Bn| ⩽ C n.

&K' ;������ �� L� 
�� ���L��� �J 
J���� �� �J �����

∑
n

P (Sn = 0)*

�������� �

D��� ���� �
��	K�� E( �
 
��� EE
�%�
��	K�� ��� J����LJ���
� �� E �J
� E* C
 �
������� 5

I(E) =
{
σ ∈ EE

∣∣ σ ◦ σ = idE

}
.

D��� ���� �
���� 
J����� n( �
 
��� tn �� LJ���
J� |I([[1, n]])|* <
 �J���L�����( t0 = 1*

A� K�� �� L�� ����L�L� ��� �� ��

�� �
� 	J���J���
 J��	�����
�� �� �J ����� (tn)n∈N*

G��� R �� �J��
 �� L�
�����
L� �� �J ����� �
�����

∑
n

tn
n!
zn( 
�� ��� �
 ���	�
� �� R+ �� +∞*

G��� ∆ �� ���
�� ������ �� L�
��� 0 �� �� �J��
 R �J
� C* G� R = +∞( �
 J ∆ = C*

C
 L�
������ �J ��
L���
 f : z →
+∞∑
n=0

tn
n!
zn( ��"
�� ��� ∆*

,* B�
���� 5 R ⩾ 1*

-* B�
���� 5 ∀n ∈ N, tn+2 = (n+ 1) tn + tn+1*

.* B�
���� 5 ∀z ∈ ∆, f ′(z) = (1 + z) f(z)*

/* <
 ������� 5

∀z ∈ ∆, f(z) = exp

(
z +

z2

2

)
,

���� 
�� R = +∞*

/

‒ 5 ‒ Tournez la page S.V.P.



0* B�
���� 5

∀n ∈ N, ∀ρ ∈ R∗
+, tn =

n!

2π ρn

∫ π

−π

exp

(
ρeiθ +

ρ2

2
ei2θ

)
e−inθ

�θ.

1* B�
���� 
�%�� ������ �
� �
�
�� ����� ������ (ρn)n∈N ��
� ��� ���	�� ��
� ���� �������� ��

����� 
�� 5

∀n ∈ N, ρn + ρ2n = n.

;�

�� �
 ���������	�
� J��	�����
�� �� �J ����� (ρn)n∈N � �J ���L����
 o

(
1√
n

)
*

2* C
 ��"
��( ���� ���� n �J
� N∗
( Mn =

n!

ρnn
exp

(
ρn +

ρ2n
2

)
* B�
���� 5

∀n ∈ N∗, tn ⩽ Mn.

B�
���� 
�� �J ����� (Mn)n∈N ��� �
���J��
�� � �J �����

(
nn/2 exp

(
−n

2
+
√
n− 1

4

) √
2πn

)

n∈N
*

"
��)'���
 � 
	 �
�

� �������
 �� �

���� �� ���
��	� ��	� ���
	��
���
	�

0
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0* B�
���� 5

∀n ∈ N, ∀ρ ∈ R∗
+, tn =

n!

2π ρn

∫ π

−π

exp

(
ρeiθ +

ρ2

2
ei2θ

)
e−inθ

�θ.

1* B�
���� 
�%�� ������ �
� �
�
�� ����� ������ (ρn)n∈N ��
� ��� ���	�� ��
� ���� �������� ��

����� 
�� 5

∀n ∈ N, ρn + ρ2n = n.

;�

�� �
 ���������	�
� J��	�����
�� �� �J ����� (ρn)n∈N � �J ���L����
 o

(
1√
n

)
*

2* C
 ��"
��( ���� ���� n �J
� N∗
( Mn =

n!

ρnn
exp

(
ρn +

ρ2n
2

)
* B�
���� 5

∀n ∈ N∗, tn ⩽ Mn.

B�
���� 
�� �J ����� (Mn)n∈N ��� �
���J��
�� � �J �����

(
nn/2 exp

(
−n

2
+
√
n− 1

4

) √
2πn

)

n∈N
*

"
��)'���
 � 
	 �
�

� �������
 �� �

���� �� ���
��	� ��	� ���
	��
���
	�

0

�
������ �������
� �� ������
��

��
�
���	� ������	 �
 ��
��
���	

;J
� ���� �� ���K��	�( n �����
� �
 �
���� ⩾ 1 �� K �
 L����*

C
 
��� K[X] �%J���K�� ��� ����
�	�� � L��$L��
�� �J
� K*

D��� ���� K)���JL� ��L������ E( �
 
��� L (E) �J K)J���K�� ��� �
��	������	�� �� E*

C
 ���
��"� Kn
J��L �%���JL� Mn,1(K) ��� 	J���L�� L���

��*

I
� 	J���L� �� Mn(K) ��� ���� ������
� �� ���� J��J����
� � Vect(In)*

A� ����
�	� LJ�JL�������
�� �%�
� 	J���L� A �� Mn(K) ��� 
��� χA �� ��
 ����
�	� 	�
�)

	J� µA* :� ��
� ��� ����
�	�� �
��J����( L%���)�)���� ��
� �� L��$L��
� ��	�
J
� �J�� 1*

D��� ����� 	J���L� A �� Mn(K)( �
 
���

O(A) =
{
P−1AP

∣∣P ∈ GLn(K)
}

�J L�J��� �� ��	������� �� A*

D��� ���� β ∈ Kn
( �
 
���

Mn(K)[β] =

{
A ∈ Mn(K)

∣∣∣∣∣χA =
n∏

i=1

(X − βi)

}
.

��J
� ��

� �
� 	J���L� A �� Mn(K) �� �
 L����� �%�
����� (i, j) �J
� [[1, n]]2( �� L��$L��
� ��
A � �J L������ �� �J i)�	� ���
� �� �� �J j)�	� L���

� ��� 
��� [A]i,j* C
 
���

∆ : Mn(K) → Kn

A → ([A]1,1, [A]2,2, . . . , [A]n,n)

�%J����LJ���
 ��
�J��� �
���J
� �
� 	J���L� ��� �� ��L���� ���	� �� ��� L��$L��
�� ��J��
J��*

;J
� �� LJ� �J���L����� K = C( �%���JL� ��L������ Cn
��� 	�
� �� ��
 ������� �LJ�J��� ���	����


LJ
�
�
�� (v, w) → ⟨v|w⟩ =
n∑

i=1

vi wi*

D��� ����� 	J���L� A �� Mn(C)( �
 
��� AT
�J ��J
������( A �J 	J���L� �K��
�� �
 L�
����J
�

���� ��� L��$L��
�� �� A( �� A∗ = A
T
*

C
 
��� Hern &�����L����	�
�( Symn' �� R)����)���JL� ��L������ �� Mn(C) L�
������ ��� 	J)
���L�� ���	����

�� &�����L����	�
�( ��	����
��� �������'( ��

Hern[β] = Mn(C)[β] ∩ Hern �� Symn[β] = Mn(C)[β] ∩ Symn.

A� ������ ��	����
�� S(n) ��� ��"
� L�		� �� ������ ��� K���L���
� �� �%�
��	K�� [[1, n]] �J
�
���)	�	�*

1

‒ 7 ‒ Tournez la page S.V.P.



��J
� ��

� �
 ��L���� α =



α1
*

*

*

αn


 �J
� Rn

( �� ������ �
 �
�
�� ��L���� 
��� α =



α1
*

*

*

αn


 ���


��

� α ��� �
 ��J��J
��	�
� �� α( L%���)�)����

∃σ ∈ S(n) ��� 
�� ∀i ∈ [[1, n]], αi = ασ(i) ;

� α ��� ��L�����J
�( L%���)�)���� α1 ⩾ α2 ⩾ · · · ⩾ αn*

:� ��L���� ��� J����� 
��

�	����	� ���

����	� �� α*

DJ� ���	���( �� ��J��J
��	�
� ��L�����J
� �� ��L���� α =
�
1 4 0 7 1 7 8 9

T
���

α =
�
9 8 7 7 4 1 1 0

T
*

���
�� �

,* G��� b0, b1, . . . , bn−1 ��� ���	�
�� �� K* C
 ��"
�� �%���	�
� ����J
� �� K[X] 5

P = Xn − bn−1X
n−1 − · · · − b1X − b0.

C
 
��� EP �J K)J���K�� 
�����
� K[X]/(P ) �� π : K[X] → EP �J �����L���
 LJ
�
�
��(


�� ��� �
� J����LJ���
 K)��
�J���*
&J' G��� R ∈ K[X]* B�
���� 
�� �%J����LJ���


MulR : K[X] → EP

Q → π(RQ)

���	�� �� ��"
�� �J� �J��J�� J� 
�����
� �
 �
��	������	� �� EP ( 
��� mulR*

&K' B�
���� 
�� B =
�
π(1), π(X), . . . , π(Xn−1)


��� �
� K)KJ�� �� EP ( �� ��

�� �J

	J���L� C(P ) �� mulX �J
� L���� KJ��*

&L' B�
���� 
�� R → mulR ��"
�� �
 	������	� �� K)J���K��� φ : K[X] → L (EP ) ��
�����	�
�� �� 
��J� �� L� 	������	�*

&�' ;������ �� L� 
�� ���L��� 
�� �� ����
�	� 	�
�	J� �� C(P ) ��� P ���)	�	�* <


������� �� ����
�	� LJ�JL�������
�� �� C(P )*

&�' &
� '����)'���
 5 ���� p �
 
�	K�� ���	���* C
 
��� Fp �� L���� Z/pZ*
B�
���� 
�%�� ������ �
� 	J���L� A �J
� M2(Fp) 
�
 �����
J���JK�� ��� Fp*

-* G��� A �
� 	J���L� �� Mn(K)* B�
���� 
�� A ��� �
� 	J���L� �LJ�J��� �� �� �����	�
� ��

���� ��L���� 
�
 
�� �� Kn
��� �
 ��L���� ������ �� A*

.* &J' C
 ������� n ⩾ 2*

G��� D �
� 	J���L� �� Mn(K) �� C �
� 	J���L� 
�
 
���� �� Mn,1(K)* B�
���� 
�%��

������ �
� 	J���L� L �J
� M1,n(K) ����� 
�� 5

LC = 0 �� D + CL ̸∈ Vect(In).

&K' G��� A �
� 	J���L� 
�
 �LJ�J��� �� Mn+1(K) �� a �
 ���	�
� �� K*
B�
���� 
�%�� ������ ��� 	J���L�� B �� M1,n(K)( C �� Mn,1(K) �� D �� Mn(K) ������

�� A ��� ��	K�JK�� � �J 	J���L� �J� K��L�


a B
C D


.

G� n ⩾ 2( 	�
���� 
�� �%�
 ���� �
 ����� �������� D 
�
 �LJ�J���*

"
��)'���
 � 
	 �
�

� ���
���
 � �� 
���	�
 �� ��� ��
�������
 a = 0�

2
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��J
� ��

� �
 ��L���� α =



α1
*

*

*

αn


 �J
� Rn

( �� ������ �
 �
�
�� ��L���� 
��� α =



α1
*

*

*

αn


 ���


��

� α ��� �
 ��J��J
��	�
� �� α( L%���)�)����

∃σ ∈ S(n) ��� 
�� ∀i ∈ [[1, n]], αi = ασ(i) ;

� α ��� ��L�����J
�( L%���)�)���� α1 ⩾ α2 ⩾ · · · ⩾ αn*

:� ��L���� ��� J����� 
��

�	����	� ���

����	� �� α*

DJ� ���	���( �� ��J��J
��	�
� ��L�����J
� �� ��L���� α =
�
1 4 0 7 1 7 8 9

T
���

α =
�
9 8 7 7 4 1 1 0

T
*

���
�� �

,* G��� b0, b1, . . . , bn−1 ��� ���	�
�� �� K* C
 ��"
�� �%���	�
� ����J
� �� K[X] 5

P = Xn − bn−1X
n−1 − · · · − b1X − b0.

C
 
��� EP �J K)J���K�� 
�����
� K[X]/(P ) �� π : K[X] → EP �J �����L���
 LJ
�
�
��(


�� ��� �
� J����LJ���
 K)��
�J���*
&J' G��� R ∈ K[X]* B�
���� 
�� �%J����LJ���


MulR : K[X] → EP

Q → π(RQ)

���	�� �� ��"
�� �J� �J��J�� J� 
�����
� �
 �
��	������	� �� EP ( 
��� mulR*

&K' B�
���� 
�� B =
�
π(1), π(X), . . . , π(Xn−1)


��� �
� K)KJ�� �� EP ( �� ��

�� �J

	J���L� C(P ) �� mulX �J
� L���� KJ��*

&L' B�
���� 
�� R → mulR ��"
�� �
 	������	� �� K)J���K��� φ : K[X] → L (EP ) ��
�����	�
�� �� 
��J� �� L� 	������	�*

&�' ;������ �� L� 
�� ���L��� 
�� �� ����
�	� 	�
�	J� �� C(P ) ��� P ���)	�	�* <


������� �� ����
�	� LJ�JL�������
�� �� C(P )*

&�' &
� '����)'���
 5 ���� p �
 
�	K�� ���	���* C
 
��� Fp �� L���� Z/pZ*
B�
���� 
�%�� ������ �
� 	J���L� A �J
� M2(Fp) 
�
 �����
J���JK�� ��� Fp*

-* G��� A �
� 	J���L� �� Mn(K)* B�
���� 
�� A ��� �
� 	J���L� �LJ�J��� �� �� �����	�
� ��

���� ��L���� 
�
 
�� �� Kn
��� �
 ��L���� ������ �� A*

.* &J' C
 ������� n ⩾ 2*

G��� D �
� 	J���L� �� Mn(K) �� C �
� 	J���L� 
�
 
���� �� Mn,1(K)* B�
���� 
�%��

������ �
� 	J���L� L �J
� M1,n(K) ����� 
�� 5

LC = 0 �� D + CL ̸∈ Vect(In).

&K' G��� A �
� 	J���L� 
�
 �LJ�J��� �� Mn+1(K) �� a �
 ���	�
� �� K*
B�
���� 
�%�� ������ ��� 	J���L�� B �� M1,n(K)( C �� Mn,1(K) �� D �� Mn(K) ������

�� A ��� ��	K�JK�� � �J 	J���L� �J� K��L�


a B
C D


.

G� n ⩾ 2( 	�
���� 
�� �%�
 ���� �
 ����� �������� D 
�
 �LJ�J���*

"
��)'���
 � 
	 �
�

� ���
���
 � �� 
���	�
 �� ��� ��
�������
 a = 0�

2

/* &J' G��� A �
� 	J���L� 
�
 �LJ�J��� �� Mn(K)* B�
���� 5


∆(M)

M ∈ O(A)

= {α ∈ Kn |α1 + · · ·+ αn = trA} .

&K' G��� β �
 ��L���� �� Kn
* B�
���� 5


∆(M)

M ∈ Mn(K)[β]

= {α ∈ Kn |α1 + · · ·+ αn = β1 + · · ·+ βn} .

���
�� ��

C
 ��"
�� �J ���J���
 �� �
��	���
	 ≼ ��� Rn
�
 ���J
� 5

∀α, β ∈ Rn, α ≼ β ⇔





∀k ∈ [[1, n− 1]],
k

i=1

αi ⩽
k

i=1

βi

n
i=1

αi =
n

i=1

βi.

D��� ���� ��L���� β �� Rn
( �
 ��"
�� �%�
��	K��

R(β) = {α ∈ Rn |α ≼ β} .

C
 ��"
�� �%�
��	K��

Σn =


A ∈ Mn(R) | ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, [A]i,j ⩾ 0 �� ∀k ∈ [[1, n]],

n
i=1

[A]i,k =
n

j=1

[A]k,j = 1


.

0* AJ ���J���
 ≼ ���)���� �
� ���J���
 �%����� ��� Rn
7

1* G��� A �
� 	J���L� �� Σn*

&J' B�
���� 5 ∀k ∈ [[1, n]],
k

i=1

n
j=k+1

[A]i,j =
k

j=1

n
i=k+1

[A]i,j*

&K' B�
���� 5 ∀β ∈ Rn, Aβ ≼ β*

"
��)'���
 � 
	 �
�

� �
���	��
 ��
 �
����
 �� ��� 
� β �� Aβ �
	� ���

����	���

2* G��� β �
 ��L���� �� Cn \ Rn
* ;�L���� Hern[β]*

3* G��� β �
 ��L���� �� Rn
�� H �
� 	J���L� �� Hern[β]* B�
���� 5 ∆(H) ≼ β*

4* ;J
� L���� 
������
( �
 �� ��	��� J� LJ� n = 2*

G��� β =


β1

β2


�
 ��L���� �� R2

��� 
�� β1 ⩾ β2*

&J' B�
���� 5

R(β) =


β1 − δ
β2 + δ

  δ ∈ [0, β1 − β2]


.

F������
��� ��J���
��	�
� L�� �
��	K�� �J
� �� LJ� β =


3
1


*

3
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&K' B�
���� 5


∆(S)

S ∈ Sym2[β]

=


∆(H)

H ∈ Her2[β]

= R(β).

,+* A� K�� �� L���� 
������
 ��� �� 	�
���� 
��( ���� ���� ��L���� β �� Rn
5


∆(S)

S ∈ Symn[β]

=


∆(H)

H ∈ Hern[β]

= R(β). &H (n)'

A� LJ� n = 1 ��J
� �����J� �� �� LJ� n = 2 J�J
� ��� ��J��� � �J 
������
 4K( �
 ���L��� �J�

��L����
L� �����*

G��� n �
 �
���� ⩾ 3* C
 ������� H (1),H (2), . . . �� H (n−1) �� �
 ���� 	�
���� H (n)*

G��� β �
 ��L���� �� Rn
* E����� � ��	��JL�� β �J� β( �
 ������� β ��L�����J
�*

G��� α �
 ��L���� �� R(β)* C
 ��"
��

δ = min


k

i=1

(βi − αi)

 k ∈ [[1, n− 1]]


�� γ =




α1 + δ
α2
*

*

*

αn−1

αn − δ




.

&J' B�
���� �%������
L� �%�
� 	J���L�

S �� Symn[β] ����� 
�� [S]1,n = 0 �� γ = ∆(S)*
&K' :�
L���� �J ��	�
���J���
*

,,* G��� β �
 ��L���� �� Rn
*

&J' B�
���� 5 R(β) = {Aβ |A ∈ Σn}*
&K' B�
���� 
�� R(β) ��� �
 �
��	K�� L�
���� �� L�	�JL�*

&L' �* G��� I �
 �
����J��� 
�
 �����J� �� R �� f : I → R �
� ��
L���
 L�
����* B�
���� 5

∀α, β ∈ In, α ≼ β ⇒
n

i=1

f(αi) ⩽
n

i=1

f(βi).

��* B�
���� 5

∀α, β ∈ (R∗
+)

n, α ≼ β ⇒
n

i=1

αi ⩾
n

i=1

βi.

4
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&K' B�
���� 5


∆(S)

S ∈ Sym2[β]

=


∆(H)

H ∈ Her2[β]

= R(β).

,+* A� K�� �� L���� 
������
 ��� �� 	�
���� 
��( ���� ���� ��L���� β �� Rn
5


∆(S)

S ∈ Symn[β]

=


∆(H)

H ∈ Hern[β]

= R(β). &H (n)'

A� LJ� n = 1 ��J
� �����J� �� �� LJ� n = 2 J�J
� ��� ��J��� � �J 
������
 4K( �
 ���L��� �J�

��L����
L� �����*

G��� n �
 �
���� ⩾ 3* C
 ������� H (1),H (2), . . . �� H (n−1) �� �
 ���� 	�
���� H (n)*

G��� β �
 ��L���� �� Rn
* E����� � ��	��JL�� β �J� β( �
 ������� β ��L�����J
�*

G��� α �
 ��L���� �� R(β)* C
 ��"
��

δ = min


k

i=1

(βi − αi)

 k ∈ [[1, n− 1]]


�� γ =




α1 + δ
α2
*

*

*

αn−1

αn − δ




.

&J' B�
���� �%������
L� �%�
� 	J���L�

S �� Symn[β] ����� 
�� [S]1,n = 0 �� γ = ∆(S)*
&K' :�
L���� �J ��	�
���J���
*

,,* G��� β �
 ��L���� �� Rn
*

&J' B�
���� 5 R(β) = {Aβ |A ∈ Σn}*
&K' B�
���� 
�� R(β) ��� �
 �
��	K�� L�
���� �� L�	�JL�*

&L' �* G��� I �
 �
����J��� 
�
 �����J� �� R �� f : I → R �
� ��
L���
 L�
����* B�
���� 5

∀α, β ∈ In, α ≼ β ⇒
n

i=1

f(αi) ⩽
n

i=1

f(βi).

��* B�
���� 5

∀α, β ∈ (R∗
+)

n, α ≼ β ⇒
n

i=1

αi ⩾
n

i=1

βi.

4

���
�� ���

��J
� ��

� �
� 	J���L� H �� Hern( �
 
��� λ1(H), λ2(H), · · · , λn(H) ��� �J����� ������� ��
H( �������� J��J
� �� ���� 
�� ���� 	�������L���( �� �J
���� �J� ����� ��L�����J
�( L%���)�)����

������ 
�� λ1(H) ⩾ λ2(H) ⩾ · · · ⩾ λn(H) *

,-* <
 ������J
� �J 
������
 3( 	�
���� 
�� ���� ���� �
���� k �� [[1, n]] 5

k
i=1

λi(H) = max
(v1,...,vk)

k
i=1

⟨vi|Hvi⟩ = max
U∗U=Ik

tr(U∗HU),

� �� ���	��� 	J��	�	 ����� ��� ��� �J	����� (v1, . . . , vk) �����
��	��� � k ���	�
�� ��

��L����� �� Cn
�� �� ������	� ����� ��� �%�
��	K�� {U ∈ Mn,k(C) |U∗U = Ik}*

,.* B�
���� 5

∀k ∈ [[1, n]], ∀H1, H2 ∈ Hern,
k

i=1

λi(H1 +H2) ⩽
k

i=1

λi(H1) +
k

i=1

λi(H2).

,/* B�
���� 
�� �%J����LJ���


σ : Hern → Rn

H → (λ1(H), . . . , λn(H))

��� L�
��
��*

,0* ;J
� L���� 
������
( ���� n1, . . . , nr ��� �
����� ⩾ 1 �� N = n1 + · · · + nr* G��� H �
�

	J���L� �J
� HerN ��L�	����� �
 K��L� 5

H =




A1,1 A1,2 · · · A1,r

A2,1 A2,2 · · · A2,r

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

Ar,1 Ar,2 · · · Ar,r


 ,

� ( ���� ���� (i, j) �� [[1, r]]2( �J 	J���L� Ai,j J��J����
� � Mni,nj
(C)*

C
 ��"
�� J���� �J 	J���L� H#
�J
� Mn(C)( ��J��
J�� �J� K��L� 5

H# =




A1,1 0 · · · 0
0 A2,2 · · · 0
*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

0 0 · · · Ar,r


 .

&J' B�
���� 5 ∆(H) ≼ σ(H#) ≼ σ(H)*

&K' C
 ������� H ��"
�� ��������* B�
���� 5 détH ⩽ détH# ⩽
N
i=1

[H]i,i*

,+
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���
�� ��

;J
� L���� �J����( �
 L�
������ �� R)���JL� �� >��K���

E = ℓ2(N∗) =

{
(x(n))n∈N∗ ∈ RN∗

∣∣∣∣∣
∑
n∈N∗

x(n)2 L�
�����

}
,

	�
� �� ������� �LJ�J���

⟨·|·⟩ : E2 → R

(x, y) →
+∞∑
n=1

x(n) y(n),

�� �� �J KJ�� ���K�����

� (ei)i∈N∗
��"
�� �J� ei : n →

{
1 �� n = i

0 ��
�
*

&C
 
� ��	J
�� �J� �� ����"�� L�� �J���*'

��J
� ��

� �
 ����)���JL� ��L������ ���	� V �� E( �
 
��� pV �� �����L���� �������
J� ��� V *

��J
� ��

� �
 �
��	������	� p �� E( �
 ��"
�� �J ����
	���

∆(p) = (⟨ei|p(ei)⟩)i∈N∗ ∈ RN∗
.

,1* G��� V �
 ����)���JL� ��L������ ���	� �� E* B�
���� 
�� ∆(pV ) ��� �
� ����� � �J�����

�J
� [0, 1]( �� 
�� �J �����

∑
i∈N∗

⟨ei|pV (ei)⟩ L�
����� �� �� �����	�
� �� V ��� �� ��	�
���


"
��*

:J�L���� �J ��		�

∑
i∈N∗

⟨ei|pV (ei)⟩ �J
� L� LJ�*

,2* G��� s �
� ����� � �J����� �J
� [0, 1]( ����� 
�� �J �����

∑
i∈N∗

si L�
����� �� ��
� �J ��		�

d =
∑
i∈N∗

si ��� �
 �
���� ⩾ 1*

A� K�� �� L���� 
������
 ��� �� 	�
���� 
�%�� ������ �
 ����)���JL� ��L������ V �� E ��

��	�
���
 "
�� ��� 
�� ∆(pV ) = s*

&J' B�
���� �� ������J� �J
� �� LJ� d = 1*

&K' B�
���� �� ������J� �J
� �� LJ� � �J ����� s ��� � ������� "
�*

&L' B�
���� �� ������J� �J
� �� LJ� � �J ����� s ��� ��L�����J
�� �� s1 J��J����
� � ]0, 1[(
���� �J
� �� LJ� ��
��J�*

,,
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���
�� ��

;J
� L���� �J����( �
 L�
������ �� R)���JL� �� >��K���

E = ℓ2(N∗) =

{
(x(n))n∈N∗ ∈ RN∗

∣∣∣∣∣
∑
n∈N∗

x(n)2 L�
�����

}
,

	�
� �� ������� �LJ�J���

⟨·|·⟩ : E2 → R

(x, y) →
+∞∑
n=1

x(n) y(n),

�� �� �J KJ�� ���K�����

� (ei)i∈N∗
��"
�� �J� ei : n →

{
1 �� n = i

0 ��
�
*

&C
 
� ��	J
�� �J� �� ����"�� L�� �J���*'

��J
� ��

� �
 ����)���JL� ��L������ ���	� V �� E( �
 
��� pV �� �����L���� �������
J� ��� V *

��J
� ��

� �
 �
��	������	� p �� E( �
 ��"
�� �J ����
	���

∆(p) = (⟨ei|p(ei)⟩)i∈N∗ ∈ RN∗
.

,1* G��� V �
 ����)���JL� ��L������ ���	� �� E* B�
���� 
�� ∆(pV ) ��� �
� ����� � �J�����

�J
� [0, 1]( �� 
�� �J �����

∑
i∈N∗

⟨ei|pV (ei)⟩ L�
����� �� �� �����	�
� �� V ��� �� ��	�
���


"
��*

:J�L���� �J ��		�

∑
i∈N∗

⟨ei|pV (ei)⟩ �J
� L� LJ�*

,2* G��� s �
� ����� � �J����� �J
� [0, 1]( ����� 
�� �J �����

∑
i∈N∗

si L�
����� �� ��
� �J ��		�

d =
∑
i∈N∗

si ��� �
 �
���� ⩾ 1*

A� K�� �� L���� 
������
 ��� �� 	�
���� 
�%�� ������ �
 ����)���JL� ��L������ V �� E ��

��	�
���
 "
�� ��� 
�� ∆(pV ) = s*

&J' B�
���� �� ������J� �J
� �� LJ� d = 1*

&K' B�
���� �� ������J� �J
� �� LJ� � �J ����� s ��� � ������� "
�*

&L' B�
���� �� ������J� �J
� �� LJ� � �J ����� s ��� ��L�����J
�� �� s1 J��J����
� � ]0, 1[(
���� �J
� �� LJ� ��
��J�*

,,

�
������ ������
�� �� 	
����������

��
�
���	� ������	 �
 ��
��
���	

� D��� ���� �
���� r ⩾ 1( �
 
��� Dr
�� ������ ��� ��!��	������	�� �� L�J��� Cr

�� R+

�J
� ���)	�	�*

� C
 �����
�� L���� ��"
����
 �
 
��J
� D0
�� ������ ��� ��	��	������	�� �� R+ �J
�

���)	�	�*

8�
��( ���� ���� �
���� 
J����� r( �
 ���	�
� �� Dr
��� �
� J����LJ���
 f : R+ → R+ ��

L�J��� Cr
( K���L����( ��
� �J ��L����
�� ��� ��J��	�
� �� L�J��� Cr

*

G��� r �
 �
���� 
J����� �� f �
 ���	�
� �� Dr
*

� C
 
��� Fix(f) = {x ∈ R+ | f(x) = x} �%�
��	K�� ��� ���
�� "��� �� f *

� D��� ���� �
���� 
J����� s( �
 
��� Zs(f) = {g ∈ Ds | g ◦ f = f ◦ g} ��
 ��	�
��������
 ��

������ Cs
*

� D��� ���� �
���� ���J��� n( �
 
��� fn
��
 n)��	� �����( L%���)�)����

fn =




f ◦ f ◦ · · · ◦ f  
n ����

�� n > 0

idR+ �� n = 0

f−1 ◦ f−1 ◦ · · · ◦ f−1

  
|n| ����

�� n < 0.

C
 ���
��J �J��� � 
� �J� ���� L���� 
��J���
 L�		� �
� �����J
L�( �� � 
� �J� �J

L�
��
��� J��L �J ������� n)��	� f (n)
*

D��� ���� �
���� 
J����� r( �
 ���	�
� f �� Dr
��� ��� ��������	� �
	�
����	� ��

∀x ∈ R∗
+, f(x) < x.

G� S ��� �
 ���	�
� �� h : S → R ��� �
� ��
L���
 L�
��
��( �
 ��"
��

∥h∥S1 =



S

|h| �� ∥h∥S∞ = max
S

|h| .

��J
� ��

� �
 ���	�
� S �� �
� ��
L���
 L�
��
�� h : S → R( �� S0, S1, . . . , Sk−1 ��
� ���

���	�
�� �
L��� �J
� S( �� ��
� ��� �
�������� ��
� ���� � ���� ������
��( �
 J �%�
��J���� � ��

:�J���� � 5

k−1
i=0

∥h∥Si
1 ⩽ ∥h∥S1 .

C
 �J������ 
�� �� �
� ��		� ����� ��� �%�
��	K�� ���� &L�		� �J ��		� ���L���
�� �J
� ��

LJ� k = 0'( ���� �J�� 0*

,-
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���
�� ��

,* G��� f �
 ���	�
� �� D0
*

B�
���� 
�� f ��� �
� ��
L���
 ����L��	�
� L�����J
�� �� 
�� 0 J��J����
� � Fix(f)*

-* G��� r �
 �
���� 
J����� �� f �
 ���	�
� �� D r
* C
 ������� 
�� 0 
%��� �J� �
 ���
� �����

�� Fix(f)* B�
���� 5

∀i ∈ [[1, r]], f (i)(0) =

{
1 �� i = 1

0 �� i > 1.

.* D��� ���� ���� λ > 0( �
 
���

hλ : R+ → R+

x → λx,


�� ��� �
 ���	�
� �� D1
&�
 
� ��	J
�� �J� �� �� 	�
����'*

G��� λ �
 ���	�
� �� ]0, 1[* B�
���� Z1(hλ) =
{
hµ

∣∣µ ∈ R∗
+

}
*

/* &J' G��� f �
 ���	�
� �� D0
��� 
�� Fix(f) = {0}*

B�
���� 
�� ���� f ( ���� f−1
( ��� �J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

&K' G��� f �
 ���	�
� �� D0
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�* D��� ���� x �J
� R∗

+( 	�
���� 
��

�J ����� (fn(x))n∈N L�
����� ���� 0 �� 
�� �J ����� (f−n(x))n∈N ������� ���� +∞*

<
 ������� 
��( 
��� 
�� ���� �� ���� b > 0( �J �J	����

(]
fn+1(b), fn(b)

])
n∈Z ��� �
�

�J������
 �� R∗
+*

0* G��� f �
 ���	�
� �� D0
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

&J' B�
���� 
�� ���� ���� ��	��	������	� L�����J
� h : [f(1), 1] → [f(1), 1]( �� ������
�
� �
�
�� J����LJ���
 L�
��
�� h♯ : R+ → R+ 
�� �����
�� h &L%���)�)���� 
�� ����

���� x �J
� [f(1), 1]( h♯(x) = h(x)' �� ����� 
�� h♯ ◦ f = f ◦ h♯
*

&K' C
 
��� Γ �� ������ ��� ��	��	������	�� L�����J
�� �� ���	�
� [f(1), 1] �J
�
���)	�	� &�
 
� ��	J
�� �J� �� ����"�� 
�� (Γ, ◦) ��� �
 ������'* B�
���� 
��

ψ : Γ → Z0(f)
h → h♯

��� �
 	������	� �� ������� �
��L��� �� 
�
 �����L���*

���
�� ���

1* !��
����
 �� ������'���� L � D��� ���� f ���	�
� �� D2
( �
 L�
������ �J ��
L���


Lf : R+ → R

x → (ln f ′)′(x) =
f ′′(x)

f ′(x)
.

&J' @����"�� 
��( ���� ���� f J��J���
J
� � D2
( �J ��
L���
 Lf ��� K��
 ��"
��*

C
 ��"
�� J���� L �
 ���J
� L (f) = Lf ���� ���� f �J
� D2
*

&K' G��� u, v ���� ���	�
�� �� D2
* B�
���� 5

L (v ◦ u) = (Lv ◦ u)× u′ + Lu.

&L' G��� f �
 ���	�
� �� D2
�� k �
 �
���� 
J�����* B�
����

L (fk) =
k−1∑
i=0

(
Lf ◦ f i

)
× (f i)′.

,.
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���
�� ��

,* G��� f �
 ���	�
� �� D0
*

B�
���� 
�� f ��� �
� ��
L���
 ����L��	�
� L�����J
�� �� 
�� 0 J��J����
� � Fix(f)*

-* G��� r �
 �
���� 
J����� �� f �
 ���	�
� �� D r
* C
 ������� 
�� 0 
%��� �J� �
 ���
� �����

�� Fix(f)* B�
���� 5

∀i ∈ [[1, r]], f (i)(0) =

{
1 �� i = 1

0 �� i > 1.

.* D��� ���� ���� λ > 0( �
 
���

hλ : R+ → R+

x → λx,


�� ��� �
 ���	�
� �� D1
&�
 
� ��	J
�� �J� �� �� 	�
����'*

G��� λ �
 ���	�
� �� ]0, 1[* B�
���� Z1(hλ) =
{
hµ

∣∣µ ∈ R∗
+

}
*

/* &J' G��� f �
 ���	�
� �� D0
��� 
�� Fix(f) = {0}*

B�
���� 
�� ���� f ( ���� f−1
( ��� �J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

&K' G��� f �
 ���	�
� �� D0
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�* D��� ���� x �J
� R∗

+( 	�
���� 
��

�J ����� (fn(x))n∈N L�
����� ���� 0 �� 
�� �J ����� (f−n(x))n∈N ������� ���� +∞*

<
 ������� 
��( 
��� 
�� ���� �� ���� b > 0( �J �J	����

(]
fn+1(b), fn(b)

])
n∈Z ��� �
�

�J������
 �� R∗
+*

0* G��� f �
 ���	�
� �� D0
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

&J' B�
���� 
�� ���� ���� ��	��	������	� L�����J
� h : [f(1), 1] → [f(1), 1]( �� ������
�
� �
�
�� J����LJ���
 L�
��
�� h♯ : R+ → R+ 
�� �����
�� h &L%���)�)���� 
�� ����

���� x �J
� [f(1), 1]( h♯(x) = h(x)' �� ����� 
�� h♯ ◦ f = f ◦ h♯
*

&K' C
 
��� Γ �� ������ ��� ��	��	������	�� L�����J
�� �� ���	�
� [f(1), 1] �J
�
���)	�	� &�
 
� ��	J
�� �J� �� ����"�� 
�� (Γ, ◦) ��� �
 ������'* B�
���� 
��

ψ : Γ → Z0(f)
h → h♯

��� �
 	������	� �� ������� �
��L��� �� 
�
 �����L���*

���
�� ���

1* !��
����
 �� ������'���� L � D��� ���� f ���	�
� �� D2
( �
 L�
������ �J ��
L���


Lf : R+ → R

x → (ln f ′)′(x) =
f ′′(x)

f ′(x)
.

&J' @����"�� 
��( ���� ���� f J��J���
J
� � D2
( �J ��
L���
 Lf ��� K��
 ��"
��*

C
 ��"
�� J���� L �
 ���J
� L (f) = Lf ���� ���� f �J
� D2
*

&K' G��� u, v ���� ���	�
�� �� D2
* B�
���� 5

L (v ◦ u) = (Lv ◦ u)× u′ + Lu.

&L' G��� f �
 ���	�
� �� D2
�� k �
 �
���� 
J�����* B�
����

L (fk) =
k−1∑
i=0

(
Lf ◦ f i

)
× (f i)′.

,.

2* ;J
� L���� 
������
( �
 "�� f �
 ���	�
� �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
� �� �
 L�
������

�J ��
L���
 θf ��"
�� �J� 5

θf : R∗
+ → R

x → ln

(
f 2(x)− f(x)

f(x)− x

)
− ln (f ′(x)) .

&J' B�
���� 
�� θf �� �����
�� �
 �
� ��
L���
 L�
��
�� R+ → R &
�� �%�
 L�
��
���J

� 
���� θf ' �� 
�%�
 J

∀x ∈ R+, θf (x) = ln

(∫ 1

0

f ′
(
(1− s)x+ sf(x)

)
ds

)
− ln (f ′(x)) .

&K' G��� x �
 ���� > 0 �� S �
 ���	�
� L�
��
J
� x �� f(x)* B�
����( � �%J��� �� ������	�

��� JLL������	�
�� "
��( �%�
��J���� 5

|θf (x)| ⩽ ∥Lf∥S1 .

&L' G��� c �
 ���� > 0 �� k �
 �
���� 
J�����* B�
���� 5

∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

θf ◦ f i

∥∥∥∥∥
[0,c]

∞

⩽ ∥Lf∥[0,c]1 .

���
�� ����

;J
� ����� L���� �J����( �
 "�� �
 ���	�
� f �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�* A%�K��L��� �� L����

�J���� ��� �� ��	�
���� �� ������	� ����J
�*

%�����	� �� G��� g �
 ���	�
� �� Z1(f) ��� 
�� Fix(g) ̸= {0}* 8���� g = idR+ *

G��� g �
 ���	�
� �� Z1(f) ��� 
�� Fix(g) ̸= {0}* G��� b �
 ���
� "�� �� g ��� 
�� b > 0* C


��� a = f(b)*

3* G��� h : [a, b] → [a, b] �
 ��!��	������	� L�����J
� �� L�J��� C1
*

C
 ������� 
�%�� ������ �
 ���	�
� x0 �� [a, b] ��� 
�� h(x0) ̸= x0*

&J' G��� c �� d ���� 
�	K��� ����� ���� 
�� a ⩽ c < d ⩽ b* D��� ����� J����LJ���


u : [a, b] → R( �
 
��� u|[c,d] �J ������L���
 �� u � �%�
����J��� [c, d]*

B�
���� 
�%�� ������ ���� 
�	K��� ����� c �� d ���� 
�� a ⩽ c < d ⩽ b( 
�� �� ���	�
�
[c, d] ���� ��JK�� �J� h �� 
�� �J ����� ��� ������L���
�

(
hn
|[c,d]

)
n∈N

L�
����� ��	���	�
�

���� �
� ��
L���
 ���L�
��
�� [c, d] → {c, d} 
�� �%�
 ���L����J*

&K' <
 ������� 
�� �J ����� �� 
��	��

(
∥(hn)′∥[a,b]∞

)
n∈N 
%��� �J� K��
��*

4* B�
���� 5 ∀x, y ∈ [a, b], ∀k ∈ N,
∣∣∣∣ln

(fk)′(y)

(fk)′(x)

∣∣∣∣ ⩽ ∥Lf∥[0,b]1 ( � L J ��� ��"
� �J
� �J

�J���� ??*

,+* G��� γ �
 ���	�
� �� Z1(f) ��� 
�� γ(b) = b* B�
���� γ′(0) = 1( ���� 5

∀x ∈ [a, b] , |γ′(x)| ⩽ ∥Lf∥[0,b]1 .

"
��)'���
 � 
	 
���
���
� ��� �
�� �����	� γ �� Z1(f) ��
��� � ∀k ∈ N, γ = f−k◦γ◦fk
�

,,* :�
L���� �J ��	�
���J���
 �� ������	� 8*

,/
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���
�� ���

;J
� L���� �J����( �
 
��� C1(R+) �%�
��	K�� ��� J����LJ���
� �� L�J��� C1
�� R+ �J
� R* C


L�
������ 5

V =
{
X ∈ C1(R+)

∣∣X(0) = 0 �� ∀x ∈ R∗
+, X(x) < 0

}
.

I
 ���	�
� X �� V ���J ��� �
����� ��

∫ 1

0

�u

X(u)
= −∞.

C
 J�	����J �� ������	� ����J
�( �J��J
�� �� ������	� �� :J�L��)A���L����*

%�����	� �'�	���� G��� X J��J���
J
� � V ( L�	����*

8���� �� ������ �
� �
�
�� �J	���� (ft)t∈R �%���	�
�� �� D1
���� 
�� 5

� f0 = idR+ 6

� ���� ���� ���� x ⩾ 0( �%J����LJ���
 t → ft(x) ���� �����JK��( �� ������� 5

∂ft(x)

∂t
= X(ft(x)).

AJ �J	���� (ft)t∈R ��"
�� �J
� �� ������	� ��� J������ �� �
� �� X*

D��� ���� τ > 0( �
 ���J 
�� �� ��!��	������	� fτ �� �%���	�
� X �� V ��
� ���
����*

A� K�� �� L���� �J���� ��� �� ��	�
���� �� ������	� ����J
�( 
�� ���	����J �� ��L���� �
�����	�
�

�� L�
��J���J���� Z1(f) �%�
 ���	�
� f �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

%�����	�  � G��� f �
 ���	�
� �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

8���� �� ������ X J��J���
J
� � V ( L�	���� �� J���L�� � f *

,-* G��� X J��J���
J
� � V ( L�	����* C
 
��� (ft)t∈R �� #�� �� X*

B�
���� 5 ∀t, s ∈ R, ft+s = ft ◦ fs*
,.* !��
����
 �� ������'���� Tf � D��� ���� f J��J���
J
� � D2

�� ���� ���	�
� X �� V (

�
 ��"
��

Tf (X) : R+ → R

x → X(f(x))

f ′(x)
.

&J' G��� f �
 ���	�
� �� D2
* B�
���� 
�� Tf ��"
�� K��
 �
� J����LJ���
 V → V *

&K' G��� f, g J��J���
J
� � D2
* B�
���� 
�� Tg ◦ Tf = Tf◦g*

&L' G��� f �
 ���	�
� �� D2
�� X �
 ���	�
� �� V *

B�
���� 
�� �� X ��� L�	����( J���� Tf (X) �%��� ��J��	�
�*

,0
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���
�� ���

;J
� L���� �J����( �
 
��� C1(R+) �%�
��	K�� ��� J����LJ���
� �� L�J��� C1
�� R+ �J
� R* C


L�
������ 5

V =
{
X ∈ C1(R+)

∣∣X(0) = 0 �� ∀x ∈ R∗
+, X(x) < 0

}
.

I
 ���	�
� X �� V ���J ��� �
����� ��

∫ 1

0

�u

X(u)
= −∞.

C
 J�	����J �� ������	� ����J
�( �J��J
�� �� ������	� �� :J�L��)A���L����*

%�����	� �'�	���� G��� X J��J���
J
� � V ( L�	����*

8���� �� ������ �
� �
�
�� �J	���� (ft)t∈R �%���	�
�� �� D1
���� 
�� 5

� f0 = idR+ 6

� ���� ���� ���� x ⩾ 0( �%J����LJ���
 t → ft(x) ���� �����JK��( �� ������� 5

∂ft(x)

∂t
= X(ft(x)).

AJ �J	���� (ft)t∈R ��"
�� �J
� �� ������	� ��� J������ �� �
� �� X*

D��� ���� τ > 0( �
 ���J 
�� �� ��!��	������	� fτ �� �%���	�
� X �� V ��
� ���
����*

A� K�� �� L���� �J���� ��� �� ��	�
���� �� ������	� ����J
�( 
�� ���	����J �� ��L���� �
�����	�
�

�� L�
��J���J���� Z1(f) �%�
 ���	�
� f �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

%�����	�  � G��� f �
 ���	�
� �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

8���� �� ������ X J��J���
J
� � V ( L�	���� �� J���L�� � f *

,-* G��� X J��J���
J
� � V ( L�	����* C
 
��� (ft)t∈R �� #�� �� X*

B�
���� 5 ∀t, s ∈ R, ft+s = ft ◦ fs*
,.* !��
����
 �� ������'���� Tf � D��� ���� f J��J���
J
� � D2

�� ���� ���	�
� X �� V (

�
 ��"
��

Tf (X) : R+ → R

x → X(f(x))

f ′(x)
.

&J' G��� f �
 ���	�
� �� D2
* B�
���� 
�� Tf ��"
�� K��
 �
� J����LJ���
 V → V *

&K' G��� f, g J��J���
J
� � D2
* B�
���� 
�� Tg ◦ Tf = Tf◦g*

&L' G��� f �
 ���	�
� �� D2
�� X �
 ���	�
� �� V *

B�
���� 
�� �� X ��� L�	����( J���� Tf (X) �%��� ��J��	�
�*

,0

,/* G��� X �
 ���	�
� �� V * D��� ���� f J��J���
J
� � D2
( �
 L�
������ �J ��
L���


τf : R∗
+ → R

x →
∫ f(x)

x

�u

X(u)
.

&J' C
 ������� X L�	����( �� �
 
��� (ft)t∈R ��
 #��*

:J�L����( ���� ���� ���� t( �J ��
L���
 τft *

&K' G��� f �
 ���	�
� �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�* C
 ������� 
�� τf ��� �
� ��
L���


L�
��J
��* B�
���� 
�� X ��� L�	���� �� 
�� f ��� J���L�� � X*

&L' G��� f �
 ���	�
� �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
� �� X ∈ V * C
 ������� Tf (X) = X*

B�
���� 
�� X ��� L�	���� �� J���L�� � f *

,0* D��� 	�
���� �� ������	� 9( �
 "�� �
� ���� ���� ������ �
 ���	�
� f �� D2
�J�K��	�
�

L�
��JL�J
�( �� �
 L���L�� � L�
������� �
 ���
� "�� Y �� �%����J���� Tf �J� �
 ���L���

����J���*

C
 ��"
�� ��
L X0 = f − idR+ &L�		� f ��� �J�K��	�
� L�
��JL�J
�( �� �%J��� K��
 �%�


���	�
� �� V ( �
 
� ��	J
�� �J� �� �� ����"��' ��( ���� ���� k ∈ N∗
( Xk = Tfk(X)*

&J' B�
���� 
��( ���� ���� �
����� 
J������ k, ℓ ���� 
�� k ⩽ ℓ( �
 J( ��� R∗
+ 5

ln

(
Xℓ

Xk

)
=

ℓ−1∑
i=k

θf ◦ f i.

&K' G��� b > 0 �
 ����* B�
���� 
�� �J ����� �� ��
L���
�

(Θk)k∈N =

(
k−1∑
i=0

θf ◦ f i

)

k∈N

L�
����� �
����	�	�
� ��� [0, b]*

&L' <
 ������� 
�� �J ����� �� ��
L���
� (Xk)k∈N L�
����� �
����	�	�
� ��� ���� ���

���	�
�� �� R+ ���� �
� L���J�
� ��
L���
 Y ( L�
��
�� ��� R+ �� ����� 
�� 5

Y (0) = 0 �� ∀x ∈ R∗
+, Y (x) < 0.

,1* &J' B�
���� 
��( ���� ���� �
���� 
J����� k( �
 J( ��� R∗
+ 5

X ′
k = X ′

0 ◦ fk −
k−1∑
i=0

(
Lf ◦ f i

)
×

(
f i+1 − f i

)
× Xk

Xi

,

� Lf J ��� ��"
� �J
� �J �J���� ??*

&K' G��� b > 0 �
 ����*

B�
���� 
�� �J ����� �� ��
L���
� (X ′
k)k∈N L�
����� �
����	�	�
� ��� [0, b]*

&L' :�
L���� �J ��	�
���J���
 �� ������	� 9*

,2* G��� f �
 ���	�
� �� D2
�J�K��	�
� L�
��JL�J
�*

;������ �� ���� L� 
�� ���L��� 
�� Z1(f) ��� �
 ������ ���	����� � R*

,1
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