
Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous devez le signaler très lisiblement sur 
votre copie, en proposer la correction et poursuivre l’épreuve en conséquence.  De même, si cela vous conduit à 
formuler une ou plusieurs hypothèses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement. 

 
NB : Conformément au principe d’anonymat, votre copie ne doit comporter aucun signe distinctif, tel que 
nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d’un 
projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de l’identifier. 
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�
��	#���

� :
 
��� N � �
��	C�� ��� 
�	C��� �
����� ��������# Z � �
��	C�� ��� �
����� ���B����#

Q � �
��	C�� ��� 
�	C��� �B���

���# R � �
��	C�� ��� 
�	C��� ����� �� C � �
��	C��

��� 
�	C��� D�	������# B��D ��� �
D�����
� N⊂Z⊂Q⊂R⊂C% ;��� ���� ���� r > 0# �



���

rZ={rk ; k ∈ Z}.

� @
 �
��	C�� ��� ��	
� � �� � �� ��� �
� !���
������	�
� ����" �� �
 C���D���
 B��D N%

;��� ���� �
��	C�� E �
�# #E �����
� �� 
�	C�� �� ��� ���	�
��# B��D �B D�
��
���
 0

#∅ = 0%

� ;��� ���� x ∈ R# �
 
��� �x� �B ����� �	���� �� x# D ���$�$���� �x�=max{k ∈ Z : k≤x}%

� ;��� ���� 
�	C�� D�	����� z ∈ C# �
 
��� z ��
 D�
�����# |z| ��
 	�����# Re(z) �B

�B���� ������# Im(z) �B �B���� �	B��
B���# �� C��
 �� z=Re(z) + i Im(z) �� i ��� ��� ��

i2=−1%

� (����������� *������� �� R% :
 �B������ ��# �� G ��� �
 ����$������ B������ 
�
$

�����B� �� R# B���� �
 B � B����
B���� ����B
�� 0 �� C��
 �� ��� ��
�� �B
� R# �� C��
 ��

������ �
 ���� r>0 ��� �� G=rZ%

��
$���
�

� ;��� ����� ��
D���
 f �� R �B
� C �� ���� ���� a ∈ R# �
 
��� f(· + a) �B ��
D���
 f
��	������ �� a# D ���$�$���� �B ��
D���
 t ∈ R �→ f(t+ a) ∈ C% >� a �= 0# �
 
��� f(a ·) �B

��
D���
 t ∈ R �→ f(at) ∈ C%

� :
 
��� Cb(R,C) � �
��	C�� ��� ��
D���
� f �� R �B
� C �� ��
� D�
��
��� �� C��
���%

;��� ����� ��
D���
 f ∈ Cb(R,C)# �
 
��� |f |∞ = sup
t∈R

|f(t)|# �� ��� ��
D �
� �B
����

�
��%

� ;��� ���� λ ∈ R# �
 
��� eλ ∈ Cb(R,C) �B ��
D���
 ��

�� ���� ���� t ∈ R �B�

eλ(t)=eiλt. !'"

)



� >��� I �
 �
����B��� 
�
$���� �� R �� (fn)n∈N �
� ����� �� ��
D���
� �� I �B
� C% :
 ���

� ���� !
	���� �	��
����	� �� I ���� �
� ��
D���
 f �� I �B
� C �� lim
n→+∞

sup
t∈I

|fn(t)−

f(t)|=0%

���"$�� �� �"
"$�� ���������

� >��� H �
 C$���BD� ��D������ 	�
� � �
� 
��	� |·|% :
 �����
� �B� B(g, ε) �B C���� �������

�� D�
��� g ∈ H �� �� �B��
 ε > 0# D ���$�$���� B(g, ε)={f ∈ H : |f−g| < ε}%

� :
 ��� � �
 C$���BD� ��D������ 
��	� H !�B� 
�D���B���	�
� �� ��	�
���
 �
��"# 	�
�

� �
� 
��	� |·|# ��� �
 ���BD� �� ������ � �� ��� D�	���� ���� D���� 
��	�%

� :
 �B������ �� (Cb(R,C), |·|∞) ��� �
 ���BD� �� ������%

� >��� (H, |·|)# �
 ���BD� �� ������% >��� A⊂H% :
 
��� A � �����	!� �� A !���� D����


��	�"

� >��� A⊂H# 
�
$����% :
 ��� �� A �B����B�� �B �
����� �� ������������	
�	�

 ��

���� ����� �����

(
fn
)
n∈N � ���	�
�� �� A# �� ������ g ∈ H �� �
� ����� ����B��� (fφ(n))n∈N

���� �� lim
n→+∞

|fφ(n)−g|=0%

� >��� A⊂H# 
�
$����% :
 ��� �� A �B����B�� �B �
����� �� ��	�������
��� �� ����

���� ���� ε > 0# �� ������ �
 
�	C�� �
� �� ���
�� f1, . . . , fn ∈ A ���� �� A⊂
⋃

1≤k≤n

B(fk, ε)%

� :
 �B������ �� �B
� �
 ���BD� �� ������# ��� ���������� �$���" ����B
��� ��
� ����B��
���

�" A �B����B�� �B ��������� �� ������������	
�	�

#

��" A �B����B�� �B ��������� �� ��	�������
���#

���" � �
��	C�� A ��� D�	�BD�%

���	�� ���	����

���

>���
� H �
 C$���BD� ��D������ �� �
� B����DB���
 〈· , ·〉 : H×H → C%

� 4���� B����DB���
 ��� �
� �
�� ��������	���� �� ���� ��� B
��$��
�B��� � �B�D�� �� ��
�B��� �

������# D ���$�$���� �� ���� ���� f, g, h ∈ H �� ���� ���� c ∈ C# 〈h, f+cg〉=〈h, f〉+c〈h, g〉
�� 〈f+cg, h〉=〈f, h〉+ c〈g, h〉%

� @
� ���	� �������
�B��� 〈· , ·〉 ��� ���� �������		� �� ���� ���� f, g ∈ H# 〈f, g〉= 〈g, f〉%
4��B �	����� �� 〈f, f〉 ∈ R%

� @
� ���	� ���	����

� 〈· , ·〉 ��� ���� �
������ �� ���� ���� f ∈ H# 〈f, f〉≥0%

� @
� ���	� ���	����

� �������� 〈· , ·〉 ��� ���� ���	�� �� � ��B���� 〈f, f〉=0 �	����� f=0%

@
� ���	� ���	����

� ���
�� �������� ��� B���� B������ �
���� �!����� �������	% :


�B������ �� �B
� D� DB� f ∈ H �→
√

〈f, f〉 ��� �
� 
��	�%

� >��� J �
 �
��	C�� 
�
$����% >��� {fj ∈ H, j ∈ J} �
� �B	���� �� ��D����� �
�����

�B� J % :
 	�
�� H � �
� ���	� ���	����

� �������� 〈· , ·〉 !�� 
 ��� �B� 
�D���B���	�
�

���
��"% :
 ��� �� �B �B	���� (fj)j∈J ��� 
��
	
��� �� ���� ���� j ∈ J # �
 B � �
� �B��

〈fj, fj〉=1 �� � B���� �B�� 〈fj, fj′〉=0 ���� ���� j′ ∈ J �����
D� �� j%

(
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$���
� ����������� ������ �� 	������

� ;��� ���� r>0# �
 
��� Fr � �
��	C�� ��� ��
D���
� D�
��
���# C��
��� �� r$���������� 0

Fr={f ∈ Cb(R,C) : f(·+ r)=f}.

� :
 
��� VectC(e2kπ; k ∈ Z) � ���BD� ��D������ ��� C$D�	C�
B���
� ��
�B���� �
��� ���

��
D���
� e2kπ# k ∈ Z% :
 �B������ �� ���
��� �� ����	 �� B��	� �� ����� ��
D���


�� F1 ��� ��	��� �
����	� ��� R � �
� ����� � �B����� �B
� VectC(e2kπ; k ∈ Z)%

� ;��� ����� ��
D���
 f ∈ F1 �� ���� ���� n ∈ Z# �
 
��� cn(f) ��
 !
��!��	� �� ���	��	

��
�� n �� ��� ��

� �B�

cn(f)=

∫ 1

0

f(t)e−2iπnt dt.

:
 �B������ �B �
���� �� ��	
��� 0

∀f ∈ F1,
∑
n∈Z

|cn(f)|2 =
∫ 1

0

|f(t)|2 dt !("

�B ��		� ��� Z ��B
� � D�	���
��� D�		�

+∞∑
n=0

|cn(f)|2 +
+∞∑
n=1

|c−n(f)|2%

)
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��  ������
� �����	�
"�����

�%��� >���
� n ∈ N \ {0} �� hn : x ∈ R �→ x + 1/n% 9�
���� �� �B ����� (hn)n∈N\{0} D�
�����

�
����	�	�
� ��� R ���� �
� ��
D���
 h �� � �
 ���D����B% 9�
���� �� �B ����� (h2
n)n∈N\{0}

D�
����� ��	���	�
� ��� R ���� h2
# 	B�� �� �B D�
�����
D� 
 ��� �B� �
����	� ��� R%

>���
� (fn)n∈N �� (gn)n∈N ���� ������ � ���	�
�� �� Cb(R;C) �� D�
�����
� �
����	�	�
� ���

R# ���� f �� g �����D����	�
�# 	�
���� �� �B ����� (fngn)n∈N D�
����� �
����	�	�
� ���� fg
��� R%

�%��� >��� α ∈ C ��� �� Re(α) > 0%

�%���*� ;��� ����� ��
D���
 f ∈ Cb(R,C) �� ���� ���� ���� t ∈ R# 	�
���� �� � ���������



����

(Kαf)(t) =

∫ +∞

0

e−αsf(t+ s)ds

��� C��
 ���
��%

�%���+� :
 ��� f ∈ Cb(R,C) �� t ∈ R% >��� �
� ����� ������

(
tn
)
n∈N ����� �� lim

n→+∞
tn = t%

9�
���� �� lim
n→+∞

(Kαf)(tn) = (Kαf)(t)%

�%���,� 9�
���� �� � B����DB���
 Kα �� � f ∈ Cb(R,C) B���D�� �B ��
D���
 Kαf ��� �


�
��	������	� D�
��
� �� (Cb(R,C), ‖ · ‖∞)%

�%����� 4B�D���� inf
{
c ∈]0,+∞[: ∀f ∈ Cb(R,C), ‖Kαf‖∞ ≤ c‖f‖∞

}
.

�%��� >��� β ∈ C �� ���� f ∈ Cb(R,C)% 8� C�� �� D� ������ �� ������
� ��� � ������� ���

��
D���
� y �� R �B
� C �� ��
� �� D�B��� C1
�� �� ��
� �������
� �� � ��B���
 ������
������

(Eβ,f ) ∀t ∈ R, y′(t) = βy(t) + f(t).

�%���*� 9�
���� �� ���� ���� z0 ∈ C �� ������ �
� �
��� �������
 y �� (Eβ,f ) ����� ��

y(0) = z0 �� ��

�� �
� ���������
 �����D��� �� D���� �������
%

�%���+" >��� y �
� �������
 �� (Eβ,f )% :
 ������� Re(β) > 0% >��� t0 ∈ R% ;��� ����

���� t ≥ t0# �����	�� e−βty(t) − e−βt0y(t0) D�		� �
� �
����B��% 6
 ������� � ������
D�

�� lim
t→+∞

e−βty(t)# ��	��� �� � �
 
����B �% 6����	�� y(t0) �
 ��
D���
 �� �# eβt0 �� �� �B

�B
���� (Kβf)(t0) �
�������� B� �%���%

�%���," 6
 ������� �� ���� ���� β ∈ C ��� �� Re(β) > 0# �B ��
D���
 t �→ −Kβf(t) ���

� �
��� �������
 �� D�B��� C1
C��
�� ��� R �� � ��B���
 (Eβ,f )%

�%����" >��� β ∈ C ��� �� Re(β) < 0% 7������� �� (Eβ,f ) B �
� �
��� �������
 �B
�

Cb(R,C) �� � �
 �����	��B � � B��� �� � �
��	������	� K−β%

�%����" >��� λ ∈ R% ?������ �
� ��
D���
 f ∈ Cb(R,C) ����� �� ��� �������
� �� (Eiλ,f )

� ����
� �B� C��
���%

*
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�%��� 5B
� �B �����# J �����
� �
 �
��	C�� 
�
$���� �� ��� �� D�		� �
 �
��	C�� � �
��D��%

>��� {aj ∈ [0,+∞[ , j ∈ J}# �
� �B	���� �� 
�	C��� ����� �������� �
����� �B� J % :
 ���
�� �B

�
��� ��� (aj)j∈J D�		� �B �B
���� !�����C��	�
� �
�
��" ����B
�� 0

∑
j∈J

aj = sup
{∑

j∈S

aj ; S⊂J B��D S 
�
$���� �� �
�

}
.

5B
� ������ ��� ������
� �� �����
�# �
 ������� �� �B ��		� ��� (aj)j∈J ��� �
� �B
����

�
��# D� � �
 �D���B

∑
j∈J

aj<∞%

�%���*� ;��� ���� p ∈ N# �
 ���� Dp={j ∈ J : aj≥2−p}% 9�
���� �� Dp ��� �
� �� ��

#Dp ≤ 2p
∑
j∈J

aj.

�%���+� 9�
���� �� � �
��	C�� D={j ∈ J : aj �=0} ��� ��
�	C�BC��%

�%���,� :
 ������� �� D ��� �
�
�% :
 �� ��

� �
� �
�	��B���
 �� D# D ���$�$���� �
�

C���D���
 n ∈ N �→j(n) ∈ D% ;��� ���� n ∈ N# �
 ���� sn=
n∑

k=0

aj(k)% 9�
���� ��

lim
n→+∞

sn=
∑
j∈J

aj.

�%��� >��� (H, |·|) �
 C$���BD� �� ������% >��� H0 �
 ����$���BD� ��D������ �� H ��� ��

H0 = H% >��� � : H0 → C# �
� B����DB���
 C$��
�B��� ����� �� ���� ���� f ∈ H0# |�(f)| ≤ ‖f‖%

8� C�� �� D� ������ �� ������
� ��� �� 	�
���� � �� ������ �
� �
��� B����DB���
 C$��
�B���

Λ : H0 → C �B����B��B
� �B ��������� ����B
��

(P ) ���� ���� f ∈ H0# Λ(f) = �(f) �� ���� ���� f ∈ H# |Λ(f)| ≤ ‖f‖.

�%���*� 9�
���� �� �� Λ1 �� Λ2 �B�����
� (P )# B���� Λ1 = Λ2%

�%���+� >��� (fn)n∈N �
� ����� � ���	�
�� �� H0 �� ��� �� 4B�D�� �B
� (H, ‖·‖)% 9�
����

�� �B ����� (�(fn))n∈N D�
�����%

�%���,� >���
� f ∈ H �� ���� ������ (fn)n∈N �� (gn)n∈N � ���	�
�� �� H0 ������ ��

lim
n→+∞

‖f − fn‖ = lim
n→+∞

‖f − gn‖ = 0.

9�
���� ��

(
�(fn)

)
n∈N ��

(
�(gn)

)
n∈N D�
�����
� ���� �
� 	�	� ��	���# �� � �
 
����B

Λ(f)# DB� ���� 
� ����
� ��
D �� �� f �� 
�
 ��� ������ B�B
� f ���� ��	���%

�%����� 9�
���� �� Λ ��� �
� B����DB���
 C$��
�B���% 9�
���� � ���� �B����B�� (P )%

+
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��� ����
�	�� �����
�	������� ��
��"������

:
 B������ �
��	��� ���
	
������� ��	������ ����� C$D�	C�
B���
 ��
�B��� �
�� ��� ��
D���
�

eλ# λ ∈ R# ��

��� �B� !'"% :
 
��� P � �
��	C�� ��� ����
�	�� �����
�	������� ��
��B�����%

�%%��� 9�
���� �� P ��� �
 C$����$���BD� ��D������ �� Cb(R,C)% ;��� ���� b ∈ R\{0} ��

���� ���� f ∈ P# 	�
���� �� f(· + b) ∈ P �� �� f(b ·) ∈ P% 9�
���� ��B��	�
� �� ��

f, g ∈ P# B���� fg ∈ P%

�%%��� >��� �
 �
���� n≥1% >���
� λ1, . . . , λn ∈ R �����
D��% 9�
���� �� �B �B	���� {eλ1 , . . . , eλn}
��� ��C��% 6
 ������� �� ��� ��
D���
� {eλ, λ ∈ R} ���	�
� �
� CB�� �� C$���BD� ��D������ P%

'��*���
� ;��� ���� g ∈ P# �
 
��� a(g, λ) ∈ C# λ ∈ R# ��� D�����

��� �� g �B
� �B CB��

(eλ)λ∈R% 8� 
�	C�� a(g, λ) ��� B����� !
��!��	� �� ���	��	 ��	������ �� g ��
�� λ% :


�
������� ��B��	�
� �B 
��B���
 Sp(g)={λ ∈ R : a(g, λ) �=0} �� ��� B����� ���!�� �� g� :
 B

��
D g=
∑

λ∈Sp(g)
a(g, λ)eλ# �� �
D��� g=

∑
λ∈R

a(g, λ)eλ# D���� �D������ ��B
� �
���%

�%%��� >��� λ0 ∈ R%

�%%���*� 9�
���� �� f ∈ P �→ a(f, λ0) ��� �
� B����DB���
 C$��
�B���%

�%%���+� >���
� f ∈ P# b ∈ R\{0} �� �
 �
���� k≥1% 6����	�� ��� D���D��
��

a(f, λ0), a
(
f(·+ b), λ0

)
, a(f (k), λ0

)
, a

(
f(b ·), λ0

)

�
 ��
D���
 ��� D���D��
�� (a(f, λ))λ∈R%

�%%���,� >���
� f, g ∈ P% 9�
���� � �� � B �
 ��
� � ����� 〈f, g〉=a(fg, 0)% 9�
���� ��

〈· , ·〉 ��� �
 ������� �DB�B��� ���	����
 ��� P%

�%%����� >��� λ ∈ R% >��� �
 �
���� n ≥ 1% 4B�D����

1
n
(eλ(0)+eλ(1)+ . . .+eλ(n−1)) ����


�� λ B��B����
� � 2πZ �� �B�%

�%%����� >��� f ∈ P% ;��� ���� �
���� n≥1# �
 ���� gn=
1
n
(f+f(·+1)+ . . .+f(·+n−1))%

9�
���� �� �B ����� �� ��
D���
� (gn)n∈N D�
����� �
����	�	�
� ��� R ���� �
� ��	���

g �� � �
 ���D����B �
 ��
D���
 �� Sp(f) �� ��� (a(f, λ))λ∈R%

�%%����� 9�
���� �� f ∈ P ��� 1$��������� �� �� �����	�
� �� Sp(f)⊂2πZ% 6
 �������

�� ���� ���� ���� r>0# f ∈ P ��� r$��������� �� �� �����	�
� �� Sp(f)⊂2πr−1Z

�%%��� >��� r > 0% ;��� ���� f ∈ P# �
 ���� Lf=f(·+ r)− f %

�%%���*� 9�
���� �� L ��� �
 �
��	������	� �� P%

�%%���+� 5����	�
�� �� 
��B� �� L%

�%%���,� >��� f ∈ P% 9�
���� �� �� ���D��� �� Lf 
� D�
���
� �B� � ���	�
�� �� 2πr−1Z%

5����	�
�� � �	B�� �� L%

,
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�%%� � >��� ϕ > 0 �
 ���� ������� ���B���

��# D ���$�$���� ϕ ∈ R\Q% >���
� c0, c1 ∈ C# ��������


�
$
��� �� ���� �� |c0| ≥ |c1|% 8� C�� �� D� ������ �� ������
� ��� �� ��D���� � B�����
D� ��

� �	B�� �� f = c0e2π + c1e2πϕ# D ���$�$���� � �
��	C�� A= {f(t) ; t ∈ R}% 8B ����� �� ���C��	�

��� �
����
�B
� �� D� ������B�%

�%%� �*� 9�
���� �� f 
 ��� �B� ���������%

�%%� �+� :
 
��� G={m+nϕ ; m,n ∈ Z}% 9�
���� �� ���� ���� t ∈ [0, 1] �� ���� s ∈ G#

�
 B 0 c0e
2iπt+ c1e

2iπϕte2iπs ∈ A �� �� G ��� �
 ����$������ ��
��%

�%%� �,� :
 ���� B =
{
|c0|e2iπt + |c1|e2iπs ; s, t ∈ [0, 1]

}
% 9�
���� �� B⊂A%

�%%� ��� :
 
��� D � B

�B�

{
z ∈ C : |c0|−|c1|≤|z|≤|c0|+ |c1|

}
�� �
 ����

C={|c0|+ |c1|e2iπs; s ∈ R}.

=������
��� C �� D �B
� �� ��B
 D�	�����% 9�
���� �� �� z0 ∈ B# B���� B D�
���
� ��

D��D�� D�
��� �
 � �����
� �� �� �B��
 |z0|% 9�
���� �
����� �� B D�
���
� � B

�B� D%

9�
���� �
�
 �� A=B=D%

���� ��	���� �
����	�� �� ����
�	�� �����
�	������� ��
��"������

�%%%��� ;��� ���� f ∈ Cb(R,C) �� ���� ���� t>0# �
 ����

M(f, t)=
1

t

∫ t

0

f(s) ds.

�%%%���*� ;��� ���� λ, t ∈ R# �
 ���� mλ(t) =M(eλ, |t|) �� t �= 0 �� mλ(0) = 1% 9�
����

�� mλ ∈ Cb(R,C)% 4B�D���� mλ ����
 �� λ ��� 
�� �� �B�% ;��� ���� λ ∈ R# 	�
����

�� |mλ|∞=1% ;��� ���� λ ∈ R\{0}# 	�
���� �� lim
t→+∞

mλ(t)=0%

�%%%���+� >��� f ∈ P �� λ ∈ R% 9�
���� �� lim
t→+∞

M(e−λf, t)=a(f, λ)%

�%%%���,� ;��� ���� f ∈ P �� ���� ���� λ ∈ R# 	�
���� �� |a(f, λ)|≤|f |∞%

'��*���
� :
 
��� P � B�����
D� �� P �B
� (Cb(R,C), |·|∞)%

�%%%��� 9�
���� �� P ��� �
 ����$���BD� ��D������ �� Cb(R,C) ��� �� �� f, g ∈ P# B����

fg ∈ P%

�%%%��� :
 ��� λ ∈ R% 9�
���� �� � B����DB���
 ��
�B��� f ∈ P �→ a(f, λ) ∈ C � ���
� � P

-
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�� 	B
���� �
��� �
 �
� ���	� ��
�B��� ��� ��
	 	
�� �� �� ���� ���
	 �� �� ��� ����� ��

|a(f, λ)|≤|f |∞# ���� ���� f ∈P%

'��*���
� ;��� ���� f ∈P �� ���� λ ∈ R# �� 
�	C�� D�	����� a(f, λ) ��� B����� !
��!��	�

�� ���	��	 ��	������ ��
�� λ �� f % :
 B������ ��B��	�
� Sp(f)=
{
λ ∈ R : a(f, λ) �=0

}
��

���!�� �� f %

�%%%��� :
 ��� λ ∈ R �� f ∈P% :
 �� ��

� �
� ����� (fn)n∈N D�	����� � ���	�
�� �� P
����� �� lim

n→+∞
|f−fn|∞ = 0%

�%%%���*� >��� λ0 ∈ R �� b ∈ R\{0}% 9�
���� �� (fn(·+ b))n∈N# (fn(b ·))n∈N �� (fn)n∈N
D�
�����
� �
����	�	�
� ��� R �� ���D���� ����� ��	���� �����D�����%

�%%%���+� ;��� ���� λ0 ∈ R# �����	��# �
 ��
D���
 ��� D���D��
�� (a(f, λ))λ∈R# ��� D���$

�D��
�� a(f, λ0)# a
(
f(·+ b), λ0

)
�� a(f(b ·), λ0)%

�%%%���,� ;��� ���� ���� t>0# 	�
���� ��

|M(e−λf, t)−a(f, λ)|≤|f−fn|∞ + |M(e−λfn, t)− a(fn, λ)|+ |a(fn, λ)−a(f, λ)| .

�%%%����� 6
 ������� �� lim
t→+∞

M(e−λf, t) = a(f, λ)# ���� ����� ��
D���
 f ∈P �� ����

λ ∈ R%

�%%%����� >��� f ∈P% :
 ������� �� f ��� C1
�� �
 ������� �� �B ������� f ′

B��B����
�

��B��	�
� � P% 6����	�� a(f ′, λ) �
 ��
D���
 �� a(f, λ) �� �� λ%

�!� ��"���� �� ������ ���� ��� $���$��
�� �� 	������ ��
��"�����

�%)��� >��� (λn)n∈N �
� ����� �� ����� �������� �����
D��% >��� (bn)n∈N �
� ����� �� D�	������

����� ��

+∞∑
n=0

|bn| ���� �
� �B
���� �
��%

�%)���*� 9�
���� �� �B ����� �� ��
D���
� �� ���	� ��
��B� bneλn ∈ Cb(R,C) ��� 
��$

	B��	�
� D�
�����
�� ��� R �� �� �
 
��� g =
+∞∑
n=0

bneλn 	�
���� �� g ∈ P% ;��� ����

λ ∈ R# 	�
���� �� �� λ /∈ {λn, n ∈ N} B���� a(g, λ) = 0 	B�� �� a(g, λn) = bn# ����

���� n ∈ N%

5B
� �� ������ �� ������
� ����B
�# �
 D������

λ0 = b0 = 0 �� ���� ���� �
���� n ≥ 1# λn = bn = 1/n2. !)"

.
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�%)���+� 5����	�
�� ��� �������
� ������� t �� � ��B���
 g(t)=g(0)% 9�
���� �� g 
 ���

�B� ���������%

�	��!���
	 � :
 �����B ��	B���� �� �B �B���� ������ �� g(0) − g(t) ���� � �����	��

D�		� �
� ����� � ���	�� ��������%

�%)���,� 9�
���� �� g ��� ��������BC�� �
 ����� �
����� �
 0% :
 ���D����B �� �B��
 ��

D�
�����
D�%

�%)��� >��� H �
 C$���BD� ��D������ 	�
� � �
� ���	� ���	����

� �������� 〈·, ·〉# �� 
 ��� �B�


�D���B���	�
� ���
��% ;��� ���� f ∈ H# �
 ���� q(f) = 〈f, f〉% >��� {fj, j ∈ J}# �
� �B	����

� ���	�
�� �� H �����
��	�� ���� 〈·, ·〉% ;��� ���� S ⊂ J �
� �� 
�
$���� �� ����� ��
D���


f ∈ H# �
 ����

PSf =
∑
j∈S

〈fj, f〉fj

�� �
 
��� VectC(fj; j ∈ S) �� C$���BD� ��D������ ��� D�	C�
B���
� ��
�B���� ��� ��D����� {fj, j ∈
S}% 5B
� D� �� ����# �
 D�
������ f ∈ H ���%

�%)���*� >��� S ⊂ J �
� �� 
�
$����% ;��� ���� g ∈ A�D�C(fj; j ∈ S)# 	�
���� ��

〈f−PSf, g〉=0, q(f−g)≥q(f−PSf), q(f)=q(f−PSf) + q(PSf).

�%)���+� 6
 ������� �� q(f) ≥
∑

j∈J |〈fj, f〉|2%

�%)���,� :
 ������� � �� ������ �
� ����� (gn)n∈N � ���	�
�� �� A�D�C(fj; j ∈ J) �����

�� lim
n→+∞

q(f−gn)=0% 9�
���� �� q(f)=
∑
j∈J

|〈fj, f〉|2%

�%)��� ;��� ���� f ∈ Cb(R,C) �� ���� ���� t>0# �
 �B������ �B 
��B���
 M(f, t)= 1
t

∫ t

0
f(s) ds%

�%)���*� :
 ��� �
 ���� t>0 �� ���� ������ f, g ∈ Cb(R,C)# �
 ���� 〈f, g〉t=M(fg, t)%
9�
���� �� 〈· , ·〉t ��� �
� ���	� ���	����

� �������� ��� Cb(R,C)% 9�
���� � ���� 
 ���

�B� ���
��%

�%)���+� ;��� ������ f, g ∈P# 	�
���� �� � �
 ���� C��
 ���
�� �B �B
���� 〈f, g〉 =
a(fg, 0)% 9�
���� �� 〈· , ·〉 ��� �
� ���	� ���	����

� �������� !�
 
� D���D���B �B� �

	�
���� �D� � ���� ��� ���
��"%

�%)���,� 6
 � B��B
� �� ������ �� ������
� !%)��"# 	�
���� ��

∀f ∈P, a(|f |2, 0) =
∑
λ∈R

|a(f, λ)|2 !��B���� �� ��

��". !*"

6
 ������� �� Sp(f) ��� ��
�	C�BC��%

�%)����� >��� µ ∈ R% :
 ���� f = geµ# �� g ��� �B ��
D���
 �
�������� �
 �%)���*�# B��D

!)"% 9�
���� �� � ��B���
 ������
������ (Eiµ,f ) 
 B �B� �� �������
 �� D�B��� C1
�B
� P%

�	��!���
	 � � �� � �
 B�B�� �
�# �� �����B��$�
 ���� �� ��
 ���D��� 2

/
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�%)����� � � B��� �� �B ������
 �%)���,�# 	�
���� �� ���� ���� f ∈ P#

lim
λ→+∞

a(f, λ)= lim
λ→−∞

a(f, λ)=0.

�%)��� >��� β ∈ C �� ���� f ∈ P% 5B
� D� ������ �� ������
� �
 ������ ��� ���
�������

�������
� �B
� P �� �B
� P � � ��B���
 ������
������ (Eβ,f ) �� �%���

�%)���*� :
 ������� �� Re(β) > 0% >� f ∈ P# 	�
���� �� Kβf ∈ P# �� Kβ ���

� �
��	������	� �� �%���%

�%)���+� :
 ������� �� Re(β) > 0% >� f ∈ P# 	�
���� �� Kβf ∈ P%

�%)���,� >��� f ∈ P% >� Re(β) �= 0# 	�
���� �� � �
��� �������
 C��
�� �� !Eβ,f )
B��B����
� � P%

�%)����� >���
� λ0 ∈ R �� f ∈ P% ?������ �
� D�
�����
 
�D���B��� �� ����B
�� ��� ��

���D��� �� f ���� �� (Eiλ0,f ) B�� �
� �������
 y C��
��% 9�
���� �� �B
� D� DB� y ∈ P%

!8B ����� �� ���C��	� ��� �
����
�B
�� �� D� ������B�%"

�%)� � 8� C�� �� D���� ������
 ��� �� �B��� �� ���
 �
��� ��� D���D��
�� �� ���	��	 ���

��
D���
� ���������� D�
��
��� �� ��� D���D��
�� �� ���	��	 ��
��B�����%

�%)� �*� 9�
���� �� F1⊂P% 6
 ������� �� ���� ���� r>0# Fr⊂P%

�%)� �+� >��� n ∈ Z% 9�
���� �� f ∈ F1 �→ cn(f) ��� �
� ���	� ��
�B���% ;��� �����

��
D���
 f ∈ F1# 	�
���� �� |cn(f)|≤|f |∞%

�%)� �,� >��� r > 0 �� ���� f ∈ Fr% ;��� ���� n ∈ Z# 	�
���� �� a(f, 2πn/r) =
M(fe2πn/r, r)% ;��� ���� ���� λ /∈ 2πr−1Z# 	�
���� �� a(f, λ)=0%

!� ��
$���
� ������ �����������

>��� f ∈ Cb(R,C)% ;��� ���� ���� ε>0# �
 ���
�� � �
��	C�� �� ε����
��� �� f �B�

T (f, ε)=
{
a ∈ R : ∀t ∈ R, |f(t+ a)−f(t)|≤ε

}
=
{
a ∈ R : |f(·+ a)−f |∞≤ε

}
.

�)��� 9�
���� �� f ��� ��������� �� �� �����	�
� ��

⋂
ε>0 T (f, ε) 
 ��� �B� ������ � {0}%

�)��� @
 �
��	C�� E⊂R ��� ��� ���������	� ��	�� � �� ������ �
 ���� L>0 ��� �� ���� ����

x ∈ R# E ∩ [x, L+ x] ��� 
�
$����%

'&
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�)���*� >��� A ⊂ B ⊂ R# B��D A ���B����	�
� ��
��% 9�
���� �� B ��� ���B����	�
�

��
��%

�)���+� 9�
���� �� E⊂R ��� ���B����	�
� ��
�� �� �� �����	�
� � �� ������ �
 ���� L>0
��� �� ���� ���� �
����B��� I ⊂ R �� ��
����� ���������� �� ��B�� � L# � �
��	C�� E ∩ I
��� 
�
$����%

�)���,� ;��D����# �
 ������B
� �B ����
��# �� ��� �
��	C��� ����B
�� ��
� ���B����	�
�

��
��� 0 (i) 0 bZ B��D b > 0# (ii) 0 {n2,−n2 ; n ∈ N}# (iii) 0 {
√
n,−

√
n ; n ∈ N}# (iv) 0 �


D�	�BD� �� R%

@
� ��
D���
 f ∈ Cb(R,C) ��� ���� ������ ���
����� �� ���� ���� ���� ε > 0# T (f, ε) ���

���B����	�
� ��
��# B����	�
� ��� 0

∀ε ∈ ]0,+∞[ , ∃Lε,f ∈ ]0,+∞[ : ∀x ∈ R, [x, x+ Lε,f ] ∩ T (f, ε) �= ∅ .

'��*���
� :
 
��� B � �
��	C�� ��� ��
D���
� ������ ����������%

�)��� 9�
���� �� ���� ���� ���� r>0# Fr⊂B%

�)��� 5�

�� �
 ���	��� �� ��
D���
 �� Cb(R,C) �� ��� �
����	�	�
� D�
��
�� ��� R 	B��

�� 
 ��� �B� ������ ���������%

�)� � >���
� f ∈ B �� a, b ∈ R# B��D b 
�
$
��% ;��� ���� t ∈ R# �
 ���� g(t) = f(bt + a)%
9�
���� �� g ∈ B%

@
� ��
D���
 f ∈ Cb(R,C) ��� ���� 	
���� �� �� ����� ����� ������ (an)n∈N �
 ���� ����B���

�
� ����� (aϕ(n))n∈N ����� ��

(
f(·+ aϕ(n))

)
n∈N D�
����� �
����	�	�
� ��� R# D ���$�$���� � ��

������ g ∈ Cb(R,C) ����� �� lim
n→+∞

‖f(· + aϕ(n)) − g‖∞ = 0% 3����	�
� ���# f ∈ Cb(R,C)

��� 
��	B�� �� � �
��	C�� �� ��� ��B
��B���� �B�����B�� �B ��������� �� ������������	
�	�



�B
� (Cb(R,C), ‖ · ‖∞)%

'��*���
� :
 
��� N � �
��	C�� ��� ��
D���
� 
��	B���%

�)�!� 9�
���� �� N ��� �
 ����$���BD� ��D������ �� Cb(R,C)% 9�
���� �� �� f, g ∈ N # B����

fg ∈ N %

�)�"� 9�
���� �� ���� ���� λ ∈ R# �
 B eλ ∈ N %

�)�#� >��� f ∈ Cb(R,C) 1 �
 
���

A = {f(·+ a), a ∈ R} !+"

� �
��	C�� �� ��� ��B
��B����% >��� ε > 0 �� �
 ������� � �� ������ h ∈ N ��� �� ‖f−h‖∞ ≤ ε/3%

9�
���� � B���� �� ������ �
 �
���� n �� ��� ����� a1, ..., an ���� ��

A ⊂
n⋃

k=1

B(f(·+ ak), ε).

''
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�)�$� :
 
��� N � B�����
D� �� N �B
� (Cb(R,C); ‖ · ‖∞)% >��� f ∈ N % 9�
���� ��

� �
��	C�� A ���
� �B� !+" �B����B�� �B ��������� �� ��	�������
��� �B
� (Cb(R,C); ‖ · ‖∞)%
9�
���� �� N ��� �
 ���	� �� (Cb(R,C); ‖ · ‖∞)%

�)���� 8� C�� �� D� ������ �� ������
� ��� �� 	�
���� �� N ⊂ B% � D���� �
# �
 ���

f ∈ N %

�)����*� >��� ε > 0% 9�
���� � �� ������ �
 �
���� n �� ��� ����� a1, ..., an ���� �� ����

���� a ∈ R# �
 ���� ������� k ∈ {1, ...., n} �����B
� a− ak ∈ T (f, ε)%

�)����+� 9�
���� �� ���� ���� ε > 0# T (f, ε) ��� ���B����	�
� ��
��% 4�
D����%

�)���� 9�
���� �� P⊂B%

!�� �
��$������ ��� $���$��
�� �� 	������ ��
��"������

�)%��� >���
� f, g ∈ F1% :
 ������� �� cn(f) = cn(g) ���� ���� n ∈ Z% � � B��� �� � ��B����

�� ��	
��� !("# 	�
���� �� f = g%

�)%��� :
 ��� g ∈P# �
� ��
D���
 
�
$
���� ����� �� g(t)≥0 ���� ���� t ∈ R% 8� C�� �� D�

������ �� ������
� ��� �� 	�
���� �� a(g, 0)>0%

�)%���*� 9�
���� � �� ������ t0 ∈ R �� ��� ����� δ, ε>0 ���� �� inf
s∈[t0,t0+δ]

g(s)≥2ε%

�)%���+� 9�
���� � �� ������ �
 ���� L>0 ��� �� ���� ���� t ∈ R# �� ������ b ∈ [t, t+L]
�B����B��B
� inf

s∈[b,b+δ]
g(s)≥ε% >B
� ����� �� ��
��B����# �
 ���� �������� L>δ%

�)%���,� 9�
���� �� ���� ���� k ∈ N# �
 B

∫ 2kL+2L

2kL

g(t) dt≥δε.

6
 ������� �� a(g, 0)>0%

�)%��� >���
� f1, f2 ∈ P ������ �� a(f1, λ)=a(f2, λ)# ���� ���� λ ∈ R% 9�
���� �� f1=f2%

'(
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�	��!���
	 � �
 �����B D�		�
D�� �B� ��B���� �� DB� �� f2 ��� ���
����	�
� 
���� �� � B���� ��

� ��B���� �� ��

�� !*"%

�)%��� >��� f ∈ P ����� �� ��
 ���D��� ��� �
�% <�� ����$�
 ���� �� f 2

�)%� � >��� f ∈P% :
 ������� �� ��
 ���D��� ��� �
�
�% :
 �� ��

� B���� (λn)n∈N �
� �����

�� ����� �����	!�� ���� �� Sp(f) = {λn, n ∈ N}%

�)%� �*� :
 �������# �B
� D���� ������
 �����	�
�# ��

+∞∑
n=0

|a(f, λn)| ��� �
� �B
����

�
��% 9�
���� ��

f =
+∞∑
n=0

a(f, λn)eλn ,

�B ����� �� ��
D���
� ��B
� 
��	B��	�
� D�
�����
�� ��� R%

�)%� �+� :
 ������� �� 0 /∈ Sp(f)# �� f ��� C1
# �� f ′ ∈ P �� ��

+∞∑
n=0

λ−2
n ��� �
�

�B
���� �
��% 9�
���� �� f =
+∞∑
n=0

a(f, λn)eλn # �B ����� �� ��
D���
� ��B
� 
��	B��	�
�

D�
�����
�� ��� R%

')
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