
Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous devez le signaler très lisiblement sur 
votre copie, en proposer la correction et poursuivre l’épreuve en conséquence.  De même, si cela vous conduit à 
formuler une ou plusieurs hypothèses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement. 

 
NB : Conformément au principe d’anonymat, votre copie ne doit comporter aucun signe distinctif, tel que 
nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d’un 
projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de l’identifier. 
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0 1 · · · 0
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*

*

*

*

*

*

*

*

*

*
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0 0 · · · 1
1 0 · · · 0
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n �����
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� (Z/2Z)d �� A K���� ��

A ∈ Md(Z) �I
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#
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( �
 
���

‖a‖∞ = max{|a1|, . . . , |ad|}.
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���� �/� ��	/
�� �� �� �/��� ��

∀n ∈ N, ‖Dn(a)‖∞ � ‖a‖∞.

/
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K�����

��� �I����*
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K�����

��� ������J��� �I� 2p* ,
 �������/ �
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� 0��
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���� d � 2( �� ����
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 ������� �I
� K���� ������
 �� d = 2km I��K k ∈ N∗
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*� @�
���� �� ∆ 
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������
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������
�� �� /0�����

� �
� /0������� �
 	�
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� �� (X2k + 1)m = Xd + 1*H

+� @�
���� I���� �%�� ������ α ∈ (Z/2Z)d ��� ��

∀n ∈ N, ∆n(α) �= 0(Z/2Z)d ,

���� �%�� ������ a ∈ Zd
��� ��

∀n ∈ N, Dn(a) �= 0Rd .

��� ���� ��� ���������

B��� ���� a ∈ Rd
( �
 
��� Λ(a) �� ���� ����� n ∈ N( �%�� ������( ��� �� Dn(a) = 0Rd ��

�
 �%I������ ��
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� �� KI� K�
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 ���� Λ(a) = +∞*
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��( �%I���� �I

�I���� ���K���
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��� �� ��
����� #
��*

A
 ��� �� f : Rd → Rd
��� K!����1������

� ��

∀ (x, y) ∈ (Rd)2, ‖f(y)− f(x)‖∞ � K‖y − x‖∞,

�� ����1������

� �%�� ������ �
 ���� K ��� �� f ��� K)����K������

�* A
 ��	I����I

�%�
� ��
K���
 ����K������

� ��� K�
��
��*

0
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1� �� �� 
���� �/� ��	/
�� �� �� �/��� ��

∀n ∈ N, Dn(a) = ∆n(a).
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( �� ������ n ∈ N ��� �� Dn(b) I ������ ���

K�����

��� �I����*

+� ;
 ������� �� ���� ���� p ∈ N( �� ������ n ∈ N ��� �� Dn(a) I ������ ���
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∀n ∈ N, ∆n(α) �= 0(Z/2Z)d ,

���� �%�� ������ a ∈ Zd
��� ��

∀n ∈ N, Dn(a) �= 0Rd .

��� ���� ��� ���������

B��� ���� a ∈ Rd
( �
 
��� Λ(a) �� ���� ����� n ∈ N( �%�� ������( ��� �� Dn(a) = 0Rd ��

�
 �%I������ ��
����� �� a* :I
� �� KI� K�
��I���( �
 ���� Λ(a) = +∞*

A
 ������� �����	I�� �I
� K���� �I���� �� d = 2k I��K k ∈ N∗
* 7�
��( �%I���� �I

�I���� ���K���
��( ���� a ∈ Zd
��� �� ��
����� #
��*

A
 ��� �� f : Rd → Rd
��� K!����1������

� ��

∀ (x, y) ∈ (Rd)2, ‖f(y)− f(x)‖∞ � K‖y − x‖∞,

�� ����1������

� �%�� ������ �
 ���� K ��� �� f ��� K)����K������

�* A
 ��	I����I

�%�
� ��
K���
 ����K������

� ��� K�
��
��*

0

"� :����	�
�� �� ���� ����� ���� K ��� �� D ��� K)����K������

�*

#� )��	��� ���
� ��
����� �
�
��

A
 ����

C =




−1 1 0 · · · 0

0 −1 1
*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

* 0

0 · · · 0 −1 1

−1 0 · · · 0 1




∈ Md(R)

��

Q = det(XI − C).

*� 9I�K���� Q*

+� >����#�� �� Q(0) = 0( Q′(0) < 0 �� Q(1) > 0*
;
 ������� �%�� ������ λ ∈]0, 1[ ��� �� Q(λ) = 0*

,� @�
���� �%�� ������ �
 ��K���� ������ u ∈ Rd
�� C � K�����

��� ���������*

�� A
 #�� �I
� K���� ������
 �
 ��K���� u ∈ Rd
��

� �I� �I ������
 ���K���
��*

@�
���� �� u ��� �� ��
����� �
#
��*

$� %����1/���


@�
���� �� ��� ��
������ ��� ��K����� � K�����

��� �
������ 
� ��
� �I� �
����	�	�
�

J��
���( K%���)�)���� �%�� 
%������ �I� �%�
���� N ��� ��

∀ a ∈ Zd, Λ(a) � N.

���� ���� �� ��� ����

��� +�		� ��
�/	�
�/�

A
 �� ��

� �
 �
���� d � 2 �� a ∈ Rd
+* A
 ������� �� �I ����� (‖Dn(a)‖∞)n∈N ���

K�
��I
�� ��I�� � c > 0* @�
���� ��

a ∈ {0, c}d.

��� A
 ������� �I
� K���� ������
 �� d = 2k I��K k ∈ N∗
* A
 �� ��

� a ∈ Rd

��

�
 �� ������� �� 	�
���� ��

lim
n→∞

‖Dn(a)‖∞ = 0.

*� >����#�� �� �I ����� (‖Dn(a)‖∞)n∈N K�
�����*

+� E��� v ∈ Rd
�
� �I���� �%I�����
K� �� (Dn(a))n∈N*

�� @�
���� ��

lim
n→∞

‖Dn(a)‖∞ = ‖v‖∞.

��� ;
 ������� ��

∀n ∈ N, ‖Dn(v)‖∞ = ‖v‖∞.

����@�
���� I���� �� v = 0Rd .

,� 9�
K����*

1
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��� ���� ��� 	�������

B��� ���� a ∈ Rd
( �� �I ����� (Dn(a))n∈N ��� ��������� � �I���� �%�
 K���I�
 �I
�( �


��� �%�
 �
���� n � 1 ��� �
� ������� �� a ��

∃ r ∈ N, Dr+n(a) = Dr(a)

��( �� �I��
 ����I��
��( ��

∃ r ∈ N, ∀ k � r, Dk+n(a) = Dk(a).

A
 
��� I���� τ(a) �I ���� ������� �� a �� �
 �%I������ �/ ������� �� a* :I
� �� KI�

K�
��I���( �
 ���� τ(a) = +∞*

A
 ������� �����	I�� �I
� K���� �I���� �� d = 2km I��K k ∈ N∗
�� m � 3 �	�I��*

A
 �� ������� �� 	�
���� �� ��� ��K����� � K�����

��� �
������ �
� ��� ��������

#
���( �
����	�	�
� J��
���( �� �%������� �I ���� ��I
�� �%�
��� �����* B��� K��I( �



��� (ed1, . . . , e
d
d) �I JI�� KI
�
��� �� Rd

&(ed1, . . . , e
d
d) K���� �� (Z/2Z)d'( ��

Td = τ(ed1).

��� E��� a ∈ Zd
*

*� >����#�� �� (Dn(a))n∈N ��� ��������� � �I���� �%�
 K���I�
 �I
�*

%�
�� τ(a) < +∞"

+� @�
���� �%�� ������ n ∈ N( c ∈ N∗
�� v ∈ {0, 1}d ���� �� Dn(a) = cv.

%�
�� τ(a) = τ(v)"

,� >����#��( ���� ���� u ∈ {0, 1}d( �%�
 �
���� n � 1 ��� �
� ������� �� u �� ��

�����	�
� ��

∃ r ∈ N, ∆r+n(u) = ∆r(u).

�� ;
 ������� �� τ(a) ������ Td*

%�
�� Td ��� �/ ���� ��/
�� ������� ��� ���	�
�� �� Zd
"

��� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 �
 �
���� q � 3* A
 
��� (Xq+1) �%���I� ���
K��I�
�
��
��� �I� Xq + 1 �I
� (Z/2Z)[X] �� �
 ����

Eq = (Z/2Z)[X]/(Xq + 1).

A
 
��� P �I K�I��� �� P ∈ (Z/2Z)[X] �I
� Eq �� �
 ��#
�� Φq : Eq → Eq �I�

Φq : P �−→ (X + 1)P .

*� @�
���� �� (X
q−1

, . . . , X, 1) ��� �
� JI�� �� Eq( �� �%�
 
��� Bq*

+� :����	�
�� �I 	I���K� �� Φq �I
� �I JI�� Bq*

,� ;
 ������� �%�
 �
���� n � 1 ��� �
� ������� �� eq1 �� �� �����	�
� ��

∃ r ∈ N, Xq + 1 | ((X + 1)r+n − (X + 1)r)

�! �I 
��I���
 P | Q ���
�#� �� P ������ Q &�I
� Z/2Z[X]'*
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q−1

, . . . , X, 1) ��� �
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��� Bq*
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� �I JI�� Bq*

,� ;
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���� n � 1 ��� �
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∃ r ∈ N, Xq + 1 | ((X + 1)r+n − (X + 1)r)

�! �I 
��I���
 P | Q ���
�#� �� P ������ Q &�I
� Z/2Z[X]'*

2
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*� A
 ������� �I
� K���� ������
 �%�
 �
���� n � 1 ��� �
� ������� �� ed1* ;

������I
� �I ������
 ���K���
��( 	�
���� �� 2n ��� �
� ������� �� e2d1 *

+� D�K������	�
�( �
 ������� �I
� K���� ������
 �%�
 �
���� p � 1 ��� �
�

������� �� e2d1 * A
 ����I��� I���� 	�
���� �� p ��� �I�� ��( �
 
��I
� n = p/2( �� n
��� �
� ������� �� ed1*

�� @�
���� �%�� ������ Q ∈ Z/2Z[X] �� r �
 �
���� 
I����� �I�� ���� ��

(Xm + 1)2
k+1

Q = (X + 1)r+n − (X + 1)r.

��� E������� �� p ��� �	�I�� �� IJ����� � �
� IJ�������* G,
 �����/ ������� �/

���/���
 ���1���
�� ���� 	�
���� �� Xm + 1 = (X + 1)m"H

����;
 
��I
� n = p/2( 	�
���� �� n ��� �
� ������� �� ed1*

,
 �
 ������ /���� �� �� 
���� �/� ��	/
�� �� �� ������� �� T2d = 2Td" )
 ����/
� 1�

������/� �
 �0���
� $

T2km = 2kTm,

1� �� ���	�� �� �/	�
�� �� 1/�1�� �� Td � 1���� �� Tm"

� � ����� �� Tm

A
 ������� �����	I�� �� k = 0( K%���)�)���� �� d = m &I��K m �	�I�� �� m � 3'*
A
 ����

Hm = Im + Jm.

*� @�
���� �� Tm ��� �� ���� ����� �
���� n � 1 ��� ��

∃ r ∈ N, H
r+n

m = H
r

m.

+� >����#�� �%������
K� �%�
 ���)K���� K �� Z/2Z �I
� ����� Xm + 1 ��� �K�
��*

,� @�
���� I���� �� Hm ��� ��I��
I���IJ�� �I
� K*

�� .
� ���	���� ���������


:������ ��� ������I�� ���K���
�� ��

Tm = min{n ∈ N∗ | Hn+1

m = Hm}.

�� .
� ������	� ���������


A
 K�
������ �I ���	� ��
�I��� f : (Z/2Z)m → Z/2Z ��#
�� �I�

f : (α1, . . . , αm) �→ α1 + · · ·+ αm.

�� @�
���� ��

Im∆ = Kerf.

��� :�

�� �
� JI�� �� Ker∆*

����;
 ������� �� ∆ �
���� �
 �
��	������	� �� Kerf ( �� �� K�� �
��	��)

����	� ��� �
 ���	������	�( �� �%�
 
��� ∆̂*

3
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���A
 ���� εm1 = em1 + em2 , . . . , ε
m
m−1 = emm−1+ emm* @�
���� �� (εm1 , . . . , ε

m
m−1) ���

�
� JI�� �� Kerf ( �� �����	�
�� �I 	I���K� Γm �� ∆̂ �I
� K���� JI��*

�� @�
���� �
#
 ��

Tm = ord(Γm),

�! ord(Γm) �����
� �%����� �� Γm �
 �I
� �%���	�
� �� ������ 	�������KI��� GLm−1(Z/2Z)*

4
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4

�
������ ��������� �� 	
����������

A
 
��� S �%�
��	J�� RN∗
��� ������ ������� �
������ �I� N∗

* A
 �%�
������� �I
� K�

���J��	� I�� ��
K���
� f : R → R ��( ���� �
� K���I�
� ����� r ∈ S ( ����#�
� �I

��������� ����I
�� 5

∀n ∈ N∗, ∀ x ∈ R,
n−1∑
k=0

f
(
x+

k

n

)
= rnf(nx). (Rr)

A
 ��� I���� �� r ��� �
� ������/
�� �� f * A
 �����
� �I� Er �%�
��	J�� ��� ��
K���
�

f : R → R ����#I
� (Rr)*
,
 ��	/����/ �� �
 �����/ ���������� �/
� ������1/���
 �� Er ��� �
 R!���/1� ��1��!

����"

A
 
��� ��I��	�
� E �%�
��	J�� ��� f : R → R ���� ��������� �� ������ r ∈ S ����� ��

f ����#� (Rr)* A
 �� ������� �K� �%������� ������ ���������� �� E * A
 �����	�
��I


��I		�
� ��� ���	�
�� �� E �� ��
� C ∞
*

�� ����
��� ����	��� � 	�������� 	��	�����

�� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E 
�
 ���
����	�
� 
����* @�
���� �� f
I �
� �
��� ������I
�� r �� �� r1 = 1*

�� @�
���� �� ��� ��
K���
� K�
��I
��� ��
� �I
� E �� �����	�
�� ��� ����� c ���� ��

x �→ x+ c ��� �I
� E *

�� ?%�
��	J�� E ���)�� �
 R)���IK� ��K������ 6

�� E���
� C : R → R �� S : R → R ��#
��� �I� 5

C : x �→ cos(2πx) �� S : x �→ sin(2πx).

@�
���� �� ��� ��
K���
� C �� S ��
� �I
� E �� �
 ���K���� ��� ������I
���*

 � )��	��� �� �������
 1�
��
�� 
�
 �����/0��

E��� ϕ : R → R ��#
�� �I� 5

ϕ : x �→
∞∑
j=0

1

2j
sin(2j+1πx).

*� >����#�� �� ϕ ��� J��
 ��#
�� �� K�
��
��*

+� @�
���� �� ϕ ��� �I
� E �� �
 ���K���� �I ������I
��*

,� @�
���� �
#
 �� ϕ 
%��� �I� �����IJ��* G,
 �����/ ������� 2kϕ(2−k) ���� k ∈
N"H

!� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E �����IJ�� �� 
�
 K�
��I
��* @�
���� ��

f ′
��� �I
� E �� �
 ���K���� �I ������I
��*

,+
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"� )��	��� �� �������
 
�
 1�
��
��

E��� ψ : R → R ��#
�� �I� 5

ψ : x �→ �x�

&�! �x� �����
� �I �I���� �
����� �� x( K%���)�)���� �� ���� ��I
� �
���� �
������� �� ��I�

� x'*

*� @�
���� �� ψ ��� �I
� E �� �
 ���K���� �I ������I
��*

+� (/
� 1���� ������
 �����	�
� �
 ���
� �/ ���/���
 (Rr) /�� ������0����
�" :�)

���	�
�� �I ������� ψ′
�� ψ �� �
� ����� r ����� �� ψ′

����#� (Rr)*

��� ���� ��� �������� C∞
�� ����
����	��

A
 �I������ �� �� f : R → R ��� �
� ��
K���
 C ∞
�� 2π)���������( I����( ���� ����

n ∈ Z(

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ıntdt

��� �� n)��	� K��$K��
� �� <������ �� f *

#� -����	�
/����

A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f : R → R �
� ��
K���
 C ∞
�� 2π)���������*

*� 9I�K���� cn(f
(k)) ���� ���� n ∈ Z �� k ∈ N* ,
 �����	��/ �� ������/� �
 ��
1���


�� cn(f)"

+� ;
 �������( ���� ���� k ∈ N( �� limn→∞ nkcn(f) = 0*

$� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E * A
 ������� �� f ��� C ∞
( 1)���������

�� 
�
 K�
��I
��( �� �
 
��� r �I ������I
��* A
 ��#
�� f̃ : R → R �I� 5

f̃ : x �→ f
( x

2π

)
.

A
 ��	I��� I���� �� f̃ ��� 2π)��������� �� �
 ����

cn = cn(f̃).

*� @�
���� �� ���� ���� p ∈ Z �� n ∈ N∗
(

ncpn = rncp.

+� @�
���� �� c1 �= 0*

,� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 �
 �
���� q � 2* @�
���� ��

∀n ∈ N, cqn = c1

(cq
c1

)n

,

�� �
 ������� �� cq = 0*

��� :����	�
�� �
#
 ��� ���	�
�� �� E �� ��
� C ∞
�� 1)����������*

,,
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"� )��	��� �� �������
 
�
 1�
��
��

E��� ψ : R → R ��#
�� �I� 5

ψ : x �→ �x�

&�! �x� �����
� �I �I���� �
����� �� x( K%���)�)���� �� ���� ��I
� �
���� �
������� �� ��I�

� x'*

*� @�
���� �� ψ ��� �I
� E �� �
 ���K���� �I ������I
��*

+� (/
� 1���� ������
 �����	�
� �
 ���
� �/ ���/���
 (Rr) /�� ������0����
�" :�)

���	�
�� �I ������� ψ′
�� ψ �� �
� ����� r ����� �� ψ′

����#� (Rr)*

��� ���� ��� �������� C∞
�� ����
����	��

A
 �I������ �� �� f : R → R ��� �
� ��
K���
 C ∞
�� 2π)���������( I����( ���� ����

n ∈ Z(

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ıntdt

��� �� n)��	� K��$K��
� �� <������ �� f *

#� -����	�
/����

A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f : R → R �
� ��
K���
 C ∞
�� 2π)���������*

*� 9I�K���� cn(f
(k)) ���� ���� n ∈ Z �� k ∈ N* ,
 �����	��/ �� ������/� �
 ��
1���


�� cn(f)"

+� ;
 �������( ���� ���� k ∈ N( �� limn→∞ nkcn(f) = 0*

$� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E * A
 ������� �� f ��� C ∞
( 1)���������

�� 
�
 K�
��I
��( �� �
 
��� r �I ������I
��* A
 ��#
�� f̃ : R → R �I� 5

f̃ : x �→ f
( x

2π

)
.

A
 ��	I��� I���� �� f̃ ��� 2π)��������� �� �
 ����

cn = cn(f̃).

*� @�
���� �� ���� ���� p ∈ Z �� n ∈ N∗
(

ncpn = rncp.

+� @�
���� �� c1 �= 0*

,� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 �
 �
���� q � 2* @�
���� ��

∀n ∈ N, cqn = c1

(cq
c1

)n

,

�� �
 ������� �� cq = 0*

��� :����	�
�� �
#
 ��� ���	�
�� �� E �� ��
� C ∞
�� 1)����������*

,,

���� ��������� �� ��
�����

��� @�
����( ���� ����� f : R → R K�
��
�� �� ���� ���� t( ��

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f
( t

n
+

k

n

)
=

∫ 1

0

f(x)dx.

��� ;
 �������( ���� ����� f �I
� E K�
��
�� �� 
�
 K�
��I
��( ��

∫ 1

0

f(x)dx = 0.

��� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E K�
��
��( 
�
 ���
����	�
� 
����( ��

������I
�� r*

*� >����#�� �%������
K� �%�
� �
��� F : R → R C 1
����� �� F ′ = f ��

∫ 1

0
F (x)dx = 0*

,
 ���
�� /���� ���� ���� n ∈ N∗
 Gn, Hn : R → R �/� $

Gn : x �→
n−1∑
k=0

F
(
x+

k

n

)
�� Hn : x �→ F (nx).

+� 9I�K����( ���� ���� n ∈ N∗
(

∫ 1
n

0

Gn(x)dx ��

∫ 1
n

0

Hn(x)dx*

,� ;
 ������� �� F ��� �I
� E �� �
 ���K���� �I ������I
��*

%�
�� �
 ���� ���
�� �
� ����� (Bp)p∈N �����	�
�� �� E �/� $

{
B0 = 1 ;

∀ p ∈ N∗, B′
p = pBp−1 ��

∫ 1

0
Bp(x)dx = 0.

,
 ��	/����/ �� 1���� �
� ����� �� ����
�	�� /������ ����
 	�� �� 8��
�����*

��� :����	�
��( ���� ���� p ∈ N( �� �����( �� K��$K��
� ��	�
I
� �� �I ������I
�� ��

Bp*

��� ���� ��� �������� C∞
�� ��� ����
����	��

A
 ��#
��( ���� ����� f : R → R( ∆(f) : R → R �I� 5

∆(f) : x �−→ f(x+ 1)− f(x).

� � A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 P =
∑p

k=0 akX
k
�
 ����
 	� ���� �� ����� p � 1*

9I�K���� �� ����� �� �� K��$K��
� ��	�
I
� �� ∆(P )*

�!� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E K�
��
��( �� ������I
�� r* @�
���� ��

∀n ∈ N∗, ∀ x ∈ R, rn(∆(f))(nx) = (∆(f))(x).

,-
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�"� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 g : R → R C ∞
�� �
 ������� �%�� ������ α ∈ R

��� ��

∀ x ∈ R, αg(2x) = g(x).

*� @�
���� ��

∀ x ∈ R, ∀ k ∈ N, αkg(x) = g
( x

2k

)
.

+� @�
����( �� |α| > 1( �� g ��� 
����*

,� A
 ������� �I
� K���� ������
 �� 0 < |α| � 1* @�
���� �%�� ������ p ∈ N ���

�� g(p) ��� 
����*

�� ;
 ������� �
#
 �� g ��� ����
�	�I��*

�#� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E * A
 ������� �� f ��� C ∞
( 
�


1)���������( �� �
 
��� r �I ������I
��*

*� @�
���� �� ∆(f) ��� �
� ��
K���
 ����
�	�I�� 
�
 ���
����	�
� 
����* ,



��� /���� q ��
 �����"

+� @�
���� ��

∀n ∈ N∗, rn =
1

nq

�� �%�� ������ a ∈ R∗
��� ��

∀ x ∈ R, (∆(f))(x) = axq.

,� ;
 �������( ���� ���� p ∈ N∗
( ��

∀ x ∈ R, (∆(Bp))(x) = pxp−1.

�� @�
���� I���� �%�� ������ λ ∈ R∗
�� p ∈ N∗

���� �� f − λBp ��� �I
� E ( C ∞
��

1)���������( �� �
 ���K���� �
� ������I
��*

�$� :����	�
�� �
#
 ��� ���	�
�� �� E �� ��
� C ∞
�� 
�
 1)����������*

�� ���� ��� �������� L1

A
 �I������ �� �� f : R → C ��� �I
� L1
( �I ��I
����	�� �� <������ ��� f̂ : R → C

��#
�� �I� 5

f̂ : ξ �−→
∫ +∞

−∞
f(x)e−2ıπxξdx.

��� DI������( ���� ����� f : R → R ���	�
� �� L1
( ������� f̂ ��� J��
�� �� K�
��
��*

��� A
 �� ��

� �
� ��
K���
 f : R → R �
����IJ�� �� �
 ��#
��( ���� ���� n ∈ N∗
(

gn, hn : R → R �I� 5

gn : x �−→
n−1∑
k=0

f
(
x+

k

n

)
�� hn : x �−→ f(nx).

,.
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�"� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 g : R → R C ∞
�� �
 ������� �%�� ������ α ∈ R

��� ��

∀ x ∈ R, αg(2x) = g(x).

*� @�
���� ��

∀ x ∈ R, ∀ k ∈ N, αkg(x) = g
( x

2k

)
.

+� @�
����( �� |α| > 1( �� g ��� 
����*

,� A
 ������� �I
� K���� ������
 �� 0 < |α| � 1* @�
���� �%�� ������ p ∈ N ���

�� g(p) ��� 
����*

�� ;
 ������� �
#
 �� g ��� ����
�	�I��*

�#� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E * A
 ������� �� f ��� C ∞
( 
�


1)���������( �� �
 
��� r �I ������I
��*

*� @�
���� �� ∆(f) ��� �
� ��
K���
 ����
�	�I�� 
�
 ���
����	�
� 
����* ,



��� /���� q ��
 �����"

+� @�
���� ��

∀n ∈ N∗, rn =
1

nq

�� �%�� ������ a ∈ R∗
��� ��

∀ x ∈ R, (∆(f))(x) = axq.

,� ;
 �������( ���� ���� p ∈ N∗
( ��

∀ x ∈ R, (∆(Bp))(x) = pxp−1.

�� @�
���� I���� �%�� ������ λ ∈ R∗
�� p ∈ N∗

���� �� f − λBp ��� �I
� E ( C ∞
��

1)���������( �� �
 ���K���� �
� ������I
��*

�$� :����	�
�� �
#
 ��� ���	�
�� �� E �� ��
� C ∞
�� 
�
 1)����������*

�� ���� ��� �������� L1

A
 �I������ �� �� f : R → C ��� �I
� L1
( �I ��I
����	�� �� <������ ��� f̂ : R → C

��#
�� �I� 5

f̂ : ξ �−→
∫ +∞

−∞
f(x)e−2ıπxξdx.

��� DI������( ���� ����� f : R → R ���	�
� �� L1
( ������� f̂ ��� J��
�� �� K�
��
��*

��� A
 �� ��

� �
� ��
K���
 f : R → R �
����IJ�� �� �
 ��#
��( ���� ���� n ∈ N∗
(

gn, hn : R → R �I� 5

gn : x �−→
n−1∑
k=0

f
(
x+

k

n

)
�� hn : x �−→ f(nx).

,.

*� 9I�K����( ���� ���� ξ ∈ R �� n ∈ N∗
( ĝn(ξ) �� ĥn(ξ)* ,
 �����	��/ ��� ������/��

�
 ��
1���
 �� f̂(ξ)"

+� 9I�K����( ���� ���� ξ ∈ R( ��� ��	���� ��

1
n
ĝn(ξ) �� nĥn(ξ) �I
� n → ∞*

��� A
 �� ��

� �I
� K���� ������
 f �I
� E �� ������I
�� r( �� �
 ������� �� f
��� L1

* A
 ������� ��I��	�
� �� ‖f̂‖∞ �= 0*

*� @�
���� �� f̂(0) = 0*

+� @�
���� �� ∀n ∈ N∗, |rn| � n2
*

,� 7J����� � �
� IJ�������*

%�
�� �� f ��� �/
� E �� �/
� L1
 /���� f̂ = 0 $ �
 ���� �
����� ������� ��� ����������

�� �/ ��/
����	/���
 �� *������ �� �� 
���� �/� ��	/
�� �� �� �/��� �� f ��� 
����

������ �/�����"

��� :�

�� �
 ���	��� �� ��
K���
 �� ��� ���	�
� �� E ( �� �� L1
�� 
�
 ���
����	�
�


���� &�
 
����I �� K���� ��
K���
 ��� 
�K���I���	�
� 
���� ������ �I�����( �
 �����

�� �I ��	I��� ���K���
��'* G,
 �����/ ���
������ �� �/ ������
 #"�0�"H

,/
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