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Objectif du problème.
L’objectif du problème est d’étudier quelques propriétés d’une classe de fonctions étendant les
fonctions périodiques, qui apparaissent naturellement dans les recherches de solutions bornées
d’équations différentielles. Nous étudierons ensuite certains types d’équations différentielles.
La partie I introduit quelques préliminaires, la partie II certaines propriétés des fonctions conti-
nues périodiques, la partie III étudie l’espace des fonctions nommées presque-périodiques ainsi que
quelques propriétés de celles-ci. La partie IV étend la notion de moyenne et l’analyse de Fourier au
cadre des fonctions presque-périodiques. Enfin, la partie V s’intéresse à des équations différentielles
linéaires.

Il est possible d’aborder une partie sans avoir traité les précédentes, à condition toutefois de
prendre connaissance des notations, définitions et résultats établis auparavant.

Notations, définitions et rappels.

� Dans tout l’énoncé, ε désigne un nombre réel.

� Soit A une partie de R. On note A l’adhérence de A.

� Soit f une fonction définie sur R et à valeurs dans C et ( fn)n�1 une suite de fonctions définies
sur R et à valeurs dans C. On dit que la suite ( fn)n�1 converge uniformément vers f sur R, ou
que f est la limite uniforme de ( fn)n�1 sur R, si à partir d’un certain rang les éléments de la
suite

(
supx∈R | f (x) − fn(x)|

)
n�1 sont des nombres réels et que la suite

(
supx∈R | f (x) − fn(x)|

)
n�1

converge vers 0.
On rappelle qu’une limite uniforme d’une suite de fonctions continues (respectivement bor-
nées) est continue (respectivement bornée).

� Soit (a, b) ∈ R2 avec a � b et f : [a, b] → C une fonction continue. On rappelle l’inégalité
suivante : ∣∣∣∣∣

∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ �
∫ b

a
| f (t)|dt.

� Soit (E, ‖.‖E) un C-espace vectoriel normé et L : E→ C une forme linéaire.
On rappelle que L est continue si et seulement si il existe une constante K � 0 telle que :

∀x ∈ E, |L(x)| � K‖x‖E.

Soit L : E→ C une forme linéaire continue. On appelle norme de L et on note |||L||| le nombre
|||L||| =sup{|L(x)|; x ∈ E, ‖x‖E = 1}.

Ensembles et espaces en jeu.

� Le C-espace vectoriel des fonctions continues de R dans C est noté C0(R,C).

� On note BC0(R,C) le C-espace vectoriel des fonctions continues bornées de R dans C, qu’on
munit de la norme suivante :

‖ f ‖∞ = sup
x∈R
| f (x)|.
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On rappelle que (BC0(R,C), ‖.‖∞) est complet ; la limite d’une suite d’éléments de BC0(R,C)
uniformément convergente est un élément de BC0(R,C).

Dans ce qui suit, nous allons introduire des ensembles de fonctions dont nous verrons plus tard qu’il
s’agit de sous-ensembles de BC0(R,C).

� Pour tout réel T strictement positif, C0
T(R,C) désigne l’ensemble des fonctions f continues de

R dans C, T-périodiques (dont T est une période), c’est-à-dire satisfaisant :

∀x ∈ R, f (x + T) = f (x).

Nous verrons dans la question 8a que C0
T(R,C) est un sous-espace vectoriel fermé de BC0(R,C).

Pour f ∈ C0
T(R,C) et k ∈ Z, on note ck( f ) le k−ème coefficient de Fourier complexe de f ,

d’expression :

ck( f ) =
1
T

∫ T

0
e−

2ikπ
T t f (t)dt.

� Per(R,C) désigne l’ensemble des fonctions continues périodiques de R dans C, c’est-à-dire la
réunion des ensembles C0

T(R,C) pour T réel strictement positif ; Per(R,C) =
⋃
T>0

C0
T(R,C).

On note VectPer(R,C) le sous-espace vectoriel engendré par Per(R,C) dans C0(R,C) .

� Pour λ ∈ C, on note eλ : R→ C la fonction définie par eλ(x) = eiλx.

� Soit n un entier strictement positif, (λ1, . . . , λn) ∈ Rn et (a1, . . . , an) ∈ Cn.

On appelle polynôme trigonométrique généralisé la fonction f =
n∑

j=1

ajeλ j .

L’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés est un C-espace vectoriel que l’on
notera PTG(R,C).
Le produit de deux éléments de PTG(R,C) est un élément de PTG(R,C).

� On note enfin PP(R,C) l’ensemble des fonctions, dites presque périodiques, qui sont des limites
uniformes de suites d’éléments de VectPer(R,C).
Nous verrons à la question 14a que les éléments de PP(R,C) sont également les limites
uniformes de suites de polynômes trigonométriques généralisés.

I. Préliminaires.

1. Les fonctions e1 et e1+i sont-elles des éléments de BC0(R,C) ?

2. Soit ( fn)n�1 la suite de fonctions définies sur R pour tout entier n � 1 par fn(x) = x
nx+i .

Démontrer que la suite ( fn)n�1 est une suite d’éléments de BC0(R,C) qui converge uniformé-
ment. Précisez sa limite uniforme.

3. Soit ( fn)n�1 et (gn)n�1 deux suites d’éléments de BC0(R,C), convergeant uniformément respec-
tivement vers f et g. Démontrer que la suite ( fngn)n�1 converge uniformément vers f g.

4. Soit ( fn)n�1 une suite de fonctions de BC0(R,C), convergeant uniformément vers f .
On suppose que pour tout entier n � 1, fn est uniformément continue sur R. On veut
démontrer que f est uniformément continue sur R.
Soit ε > 0. On considère un entier n � 1 tel que ‖ f − fn‖∞ � ε/3.
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(a) Justifier qu’il existe un réel ηε > 0 tel que si (x1, x2) ∈ R2 vérifie |x1 − x2| � ηε, alors
| fn(x2) − fn(x1)| � ε/3.

(b) En déduire que si (x1, x2) ∈ R2 vérifie |x1 − x2| � ηε, alors | f (x2) − f (x1)| � ε.
Conclure.

5. Soit n un entier strictement positif et λ1, . . . , λn des nombres complexes distincts deux à deux.
Démontrer que la famille {eλ1 , . . . , eλn} est libre dans le C-espace vectoriel C0(R,C). ( On pourra
utiliser la dérivation).

II. Quelques propriétés concernant les fonctions périodiques.

6. Soit T un réel strictement positif et h une fonction appartenant à C0
T(R,C). Démontrer que

pour tout réel t, ∫ T+t

t
h(s)ds =

∫ T

0
h(s)ds.

7. Soit α un réel strictement positif. On introduit la fonction gα : R→ R d’expression

gα(x) = cos(x) + cos(αx).

(a) On suppose que α ∈ Q. Démontrer que gα est périodique, et donner une période de gα.
On pourra écrire α = p/q avec p, q ∈ N∗ premiers entre eux.

(b) On suppose que α � Q. Résoudre gα(x) = 2. La fonction gα est-elle périodique?

(c) L’ensemble Per(R,C) des fonctions continues périodiques de R dans C est-il un sous-espace
vectoriel de C0(R,C) ?

8. Soit T est un réel strictement positif. L’objectif de cette question est de démontrer que C0
T(R,C)

est un sous-espace vectoriel complet de (BC0(R,C), ||.||∞).

(a) Démontrer que C0
T(R,C) est un sous-espace vectoriel de BC0(R,C).

(b) Démontrer que C0
T(R,C) est fermé dans BC0(R,C). En déduire que C0

T(R,C) est complet.

9. Soit T un réel strictement positif, f ∈ C0
T(R,C) et F une primitive quelconque de f . Démontrer

l’équivalence entre les assertions suivantes :
� (A1) F est périodique et T est une période de F ;
� (A2) F est bornée ;

� (A3)
∫ T

0
f (t)dt = 0.

10. Soit T un réel strictement positif et f ∈ C0
T(R,C). Démontrer que f est uniformément continue

sur R.

11. Soit f ∈ C0
2π(R,C). On introduit pour tout entier n � 1 la fonction Kn : R→ C d’expression

Kn =
1
n

n−1∑
k=0




k∑
j=−k

ej


 ,

et pour tout entier n � 1 et tout x ∈ R, on pose :

fn(x) =
1

2π

∫ π
−π

Kn(x − t) f (t)dt.
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(a) Démontrer que pour tout entier n � 1 et tout x ∈ R, on a :

fn(x) =
1

2π

∫ π
−π

Kn(t) f (x − t)dt.

(b) Soit j ∈ Z. Calculer
1

2π

∫ π
−π

ej(t)dt. En déduire que
1

2π

∫ π
−π

Kn(t)dt = 1 pour tout entier

n � 1.

(c) Démontrer que pour tout entier n � 1 et tout x ∈ R \ (2πZ), on a :

Kn(x) =
sin2 (nx

2

)

n sin2 ( x
2

) .

(d) Démontrer que pour tout entier n � 1 et tout x ∈ R :

fn(x) − f (x) =
1

2π

∫ π
−π

( f (x − t) − f (x))Kn(t)dt.

(e) Soit ε > 0. Justifier l’existence d’un réelηε ∈]0, π[ tel que, pour tout (x, x′) ∈ R2, si |x−x′| � ηε
alors | f (x) − f (x′)| � ε. Déduire des questions précédentes que pour tout entier n � 1 et
tout x ∈ R :

| fn(x) − f (x)| � ε + 2‖ f ‖∞
n sin2(ηε/2)

.

(f) Trouver l’expression des réels βn, j tels que Kn =

n−1∑
j=−(n−1)

βn, jej pour tout entier n � 1.

(g) Démontrer que la suite de fonctions ( fn)n�1 est une suite de polynômes trigonométriques
généralisés qui converge uniformément vers f sur R.

(h) Soit T un réel strictement positif et g ∈ C0
T(R,C). À l’aide des questions précédentes, trouver

une suite de polynômes trigonométriques généralisés (gn)n�1 convergeant uniformément
vers g sur R. On démontrera que la suite proposée répond à la question, et on donnera
pour tout entier n � 1 l’expression de gn en fonction des coefficients de Fourier complexes
de g.

12. Le but de cette question est de démontrer que si une somme finie de fonctions périodiques
continues à valeurs dans C admet une limite dans C en+∞ (ou en−∞), alors elle est constante.
On procèdera par récurrence sur le nombre N de fonctions périodiques continues dans la
somme.

(a) Montrer qu’une fonction périodique continue à valeurs dans C ayant une limite dans C
en +∞ est constante.

(b) Soit N un entier strictement positif. On considère une fonction f = f1 + . . .+ fN+1 où, pour
tout j ∈ {1, . . . ,N + 1}, f j : R → C est continue, périodique de période Tj . Montrer que la
fonction g : R→ C définie par g : x �→ f (x + TN+1) − f (x) peut s’écrire comme somme de
N fonctions périodiques.

(c) En déduire que si une somme finie de fonctions périodiques continues à valeurs dans C
admet une limite � ∈ C en +∞ alors elle est constante.

(d) Démontrer que si une somme finie de fonctions périodiques continues à valeurs dans C
admet une limite � ∈ C en −∞, alors elle est constante.
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13. À chaque µ ∈ C et P : R → C fonction polynomiale, on associe la fonction de R dans C :
ϕµ,P : t �→ eµtP(t).
Soit N un entier strictement positif. Soit (Pj) j∈{1,...,N} une famille de N polynômes et (µ j) j∈{1,...,N}
N nombres complexes deux à deux distincts.
On s’intéresse aux deux assertions suivantes :
� (A4) : Pour tout j ∈ {1, . . . ,N}, soit le polynôme Pj est le polynôme nul, soit Re(µ j) = 0 et

le polynôme Pj est un polynôme constant.

� (A5) :
N∑

j=1

ϕµ j,Pj est bornée sur R.

(a) Soit µ un imaginaire pur et P un polynôme constant. Démontrer que ϕµ,P est bornée.

(b) Démontrer que l’assertion (A4) implique l’assertion (A5).

(c) Dans la suite de cette question, on suppose que l’assertion (A5) est vraie. On suppose
donc que

∑N
j=1 ϕµ j,Pj est bornée sur R et, quitte à enlever le(s) terme(s) nul(s), que Pj est

non nul pour tout j ∈ {1, . . . ,N}.
On pose enfin α j = Re(µ j) pour tout j ∈ {1, . . . ,N}, et quitte à réordonner, on suppose que
les α1 � α2 � ... � αN.

i. Soit Q un polynôme trigonométrique généralisé non nul. À l’aide de la question 12,
établir qu’il existe ε0 > 0 et deux suites (tn)n�1 et (t′n)n�1 de réels tendant respectivement
vers +∞ et −∞ tels que |Q(tn)| > ε0 et |Q(t′n)| > ε0 pour tout entier n � 1. On distinguera
selon que Q est constant ou non.

ii. Démontrer qu’il existe un entier N′, des polynômes trigonométriques généralisés
Q0, . . . ,QN′ avec QN′ non nul, et une fonction ψ de limite nulle en +∞ tels que :

∀t ∈ R,
N∑

j=1

ϕµ j,Pj(t) = eα1t

(
N′∑
k=0

tkQk(t) + ψ(t)

)
.

On distinguera deux cas, selon que les α j sont tous égaux ou qu’il existe un entier
m � N − 1 tel que α1 = . . . = αm > αm+1.

iii. Démontrer que α1 � 0 et que, lorsque α1 = 0 on a N′ = 0.

iv. Démontrer de même que αN � 0, puis en déduire que l’assertion (A4) est vraie.

III. Étude de PP(R,C) et de ses éléments.

On rappelle que PTG(R,C) désigne l’espace vectoriel des polynômes trigonométriques géné-
ralisés de R vers C, et que PTG(R,C) est stable par produit de deux de ses éléments.
On rappelle également que PP(R,C) désigne l’ensemble des fonctions presque-périodiques
de R vers C.

14. (a) Démontrer que f ∈ PP(R,C) si et seulement si f est limite uniforme d’une suite d’éléments
de PTG(R,C).

(b) Démontrer que PP(R,C) est un sous-espace vectoriel fermé de (BC0(R,C), ‖.‖∞). En déduire
que PP(R,C) muni de la norme ‖.‖∞ est un espace de Banach.

15. Démontrer que si f ∈ PP(R,C) et g ∈ PP(R,C) alors le produit f .g appartient à PP(R,C).

16. Le but de cette question est de démontrer que si f : C → C est une fonction continue et si
g ∈ PP(R,C), alors f ◦ g ∈ PP(R,C).
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(a) Démontrer que si f̃ : C→ C est polynomiale et si g̃ ∈ PTG(R,C), alors f̃ ◦ g̃ ∈ PTG(R,C).

(b) Soit f : C → C une fonction continue et g̃ ∈ PTG(R,C). Démontrer que K = g̃(R) est un
compact de C, puis en déduire que f ◦ g̃ ∈ PP(R,C). Indication : on pourra utiliser le fait que
toute fonction continue sur un compact de C est limite uniforme sur ce compact d’une suite de
polynômes.

(c) En conclure que si f : C→ C est une fonction continue et si g ∈ PP(R,C), alors
f ◦ g ∈ PP(R,C).

IV. Moyennes et coefficients de Fourier-Bohr.

Les notations et définitions introduites au fur et à mesure dans cette partie seront utilisées
pour toute la suite du problème.

A) Moyennes.

Pour un réel τ strictement positif, on introduit la forme linéaireMτ de C0(R,C) dans C qui à
toute fonction f ∈ C0(R,C) associe :

Mτ( f ) =
1
τ

∫ τ
0

f (t)dt

et sous réserve d’existence :
M( f ) = lim

τ→+∞
Mτ( f ).

L’objectif de cette partie est de démontrer queM( f ) existe pour toute fonction f ∈ PP(R,C),
et queM est une forme linéaire continue de PP(R,C) et que sa norme est égale à 1 .

17. Soit T un réel strictement positif et f ∈ C0
T(R,C). Démontrer queM( f ) existe et égal à :

M( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)dt.

18. Démontrer queM( f ) existe pour toute fonction f ∈ VectPer(R,C), puis queM est une forme
linéaire continue de (VectPer(R,C), ‖.‖∞) et que sa norme est égale 1.

19. Soit τ et τ′ deux réels strictement positifs et f ∈ PP(R,C). On considère ( fn)n�1 une suite
d’éléments de VectPer(R,C) convergeant uniformément vers f ∈ PP(R,C).

(a) Démontrer que pour tout entier n � 1 :

|Mτ( f ) −Mτ′( f )| � 2‖ f − fn‖∞ + |Mτ( fn) −Mτ′( fn)|.

(b) Démontrer que pour tout réel ε > 0, il existe un réel Aε > 0 tel que si τ et τ′ sont deux
réels supérieurs à Aε, alors :

|Mτ( f ) −Mτ′( f )| � ε.

(c) En déduire queM( f ) existe.

20. Démontrer queM est une forme linéaire continue de (PP(R,C), ‖.‖∞) et que sa norme |||M|||
est égale à 1.

B) Coefficients de Fourier-Bohr.
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(a) Démontrer que si f̃ : C→ C est polynomiale et si g̃ ∈ PTG(R,C), alors f̃ ◦ g̃ ∈ PTG(R,C).

(b) Soit f : C → C une fonction continue et g̃ ∈ PTG(R,C). Démontrer que K = g̃(R) est un
compact de C, puis en déduire que f ◦ g̃ ∈ PP(R,C). Indication : on pourra utiliser le fait que
toute fonction continue sur un compact de C est limite uniforme sur ce compact d’une suite de
polynômes.

(c) En conclure que si f : C→ C est une fonction continue et si g ∈ PP(R,C), alors
f ◦ g ∈ PP(R,C).

IV. Moyennes et coefficients de Fourier-Bohr.

Les notations et définitions introduites au fur et à mesure dans cette partie seront utilisées
pour toute la suite du problème.

A) Moyennes.

Pour un réel τ strictement positif, on introduit la forme linéaireMτ de C0(R,C) dans C qui à
toute fonction f ∈ C0(R,C) associe :

Mτ( f ) =
1
τ

∫ τ
0

f (t)dt

et sous réserve d’existence :
M( f ) = lim

τ→+∞
Mτ( f ).

L’objectif de cette partie est de démontrer queM( f ) existe pour toute fonction f ∈ PP(R,C),
et queM est une forme linéaire continue de PP(R,C) et que sa norme est égale à 1 .

17. Soit T un réel strictement positif et f ∈ C0
T(R,C). Démontrer queM( f ) existe et égal à :

M( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)dt.

18. Démontrer queM( f ) existe pour toute fonction f ∈ VectPer(R,C), puis queM est une forme
linéaire continue de (VectPer(R,C), ‖.‖∞) et que sa norme est égale 1.

19. Soit τ et τ′ deux réels strictement positifs et f ∈ PP(R,C). On considère ( fn)n�1 une suite
d’éléments de VectPer(R,C) convergeant uniformément vers f ∈ PP(R,C).

(a) Démontrer que pour tout entier n � 1 :

|Mτ( f ) −Mτ′( f )| � 2‖ f − fn‖∞ + |Mτ( fn) −Mτ′( fn)|.

(b) Démontrer que pour tout réel ε > 0, il existe un réel Aε > 0 tel que si τ et τ′ sont deux
réels supérieurs à Aε, alors :

|Mτ( f ) −Mτ′( f )| � ε.

(c) En déduire queM( f ) existe.

20. Démontrer queM est une forme linéaire continue de (PP(R,C), ‖.‖∞) et que sa norme |||M|||
est égale à 1.

B) Coefficients de Fourier-Bohr.
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Pour f ∈ PP(R,C) et λ ∈ R, on introduit, sous réserve d’existence :

aλ( f ) =M(e−λ f )

et :
Λ( f ) = {λ ∈ R, aλ( f ) � 0}.

21. Soit λ ∈ R et f ∈ PP(R,C). Justifier l’existence de aλ( f ), puis démontrer que aλ est une forme
linéaire continue de (PP(R,C), ‖.‖∞). Donner un majorant de sa norme |||aλ|||.

22. Soit N un entier strictement positif et (λ1, . . . , λN) ∈ RN tels que les λ j soient deux à deux
distincts.

Soit f =
N∑

j=1

α jeλ j : R→ C un polynôme trigonométrique généralisé.

(a) Déterminer, pour tout λ ∈ R, aλ( f ).

(b) Démontrer que :

M(| f |2) =
N∑

j=1

|α j|2.

23. Soit T un réel strictement positif. On considère une fonction f ∈ C0
T(R,C).

(a) Démontrer que pour tout entier N � 1 :

MNT(e−λ f ) =
(

1
T

∫ T

0
e−iλx f (x)dx

)
1
N

N−1∑
j=0

e−iλ jT.

(b) En déduire que :

Λ( f ) ⊂ 2π
T

Z,

et relier aλ( f ) à un coefficient de Fourier de f .

24. Soit T1,T2 deux réels strictement positifs, f1 ∈ C0
T1

(R,C) et f2 ∈ C0
T2

(R,C) deux fonctions non
constantes.

(a) Démontrer qu’il existe λ1 ∈ R∗ et λ2 ∈ R∗ tels que aλ1 ( f1) � 0 et aλ2 ( f2) � 0.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur T1 et T2 pour que f1 + f2 soit
périodique.

25. Soit f ∈ PP(R,C) et ( fn)n�1 une suite d’éléments de PTG(R,C) convergeant uniformément
vers f .

(a) Démontrer que aλ( fn) −→
n→+∞

aλ( f ).

(b) En déduire que Λ( f ) ⊂
⋃
n�1

Λ( fn).

(c) Démontrer que Λ( f ) est au plus dénombrable.

26. Soit f ∈ PP(R,C) une fonction dérivable telle que sa dérivée f ′ soit un élément de PP(R,C).
Démontrer que pour tout λ ∈ R, on a :

aλ( f ′) = iλaλ( f ).
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27. Soit (αn)n�0 une suite de complexes non nuls tels que la série
∑
αn soit absolument conver-

gente, et (βn)n�0 une suite de réels deux à deux distincts. Pour x ∈ R, on pose sous réserve

d’existence f (x) =
+∞∑
n=0

αneiβnx.

(a) Démontrer que f est bien définie sur R, puis que f est un élément de PP(R,C).
(b) Déterminer Λ( f ). Pour λ ∈ Λ( f ), on précisera la valeur de aλ( f ).

C) Relation de Parseval.

Soit f ∈ PP(R,C). Pour tout sous-ensemble fini J de R, on note :

SJ( f ) =
∑
λ∈J

|aλ( f )|2,

et l’on note S( f ) la borne supérieure des SJ( f ) lorsque J parcourt l’ensemble P f inie(R) des
parties de R ayant un nombre fini d’éléments. On a a priori S( f ) ∈ R+ ∪ {+∞}. On peut
remarquer que si J1 et J2 sont deux parties finies satisfaisant J1 ⊂ J2, on a SJ1 ( f ) � SJ2 ( f ).

Le but de cette partie est d’établir la relation de Parseval pour les fonctions presque-périodiques,
c’est-à-dire :

S( f ) =M
(
| f |2

)
,

et d’en donner une application.
28. Démontrer la relation de Parseval lorsque f : R → C est un polynôme trigonométrique

généralisé.
29. Soit f ∈ PP(R,C). L’objectif de cette question est d’établir l’inégalité S( f ) �M

(
| f |2

)
.

Soit ( fn)n�1 une suite de polynômes trigonométriques généralisés convergeant uniformément
vers f , et soit J une partie finie de R.

(a) Démontrer que (SJ( fn))n�1 converge vers SJ( f ).
(b) Démontrer que (| fn|2)n�1 converge uniformément vers | f |2.
(c) Soit ε > 0. Démontrer qu’il existe un entier Nε tel que pour tout entier n � Nε :

SJ( fn) �M
(
| f |2

)
+ ε.

(d) Conclure.
30. Soit f ∈ PP(R,C). Le but de cette question est d’établir l’inégalité S( f ) �M

(
| f |2

)
.

Soit ε > 0 et P ∈ PTG(R,C) non nul tel que ‖ f − P‖∞ � ε.
On pose P∗ =

∑
λ∈Λ( f )∩Λ(P)

aλ( f )eλ.

(a) Démontrer que :
M

(
| f − P∗|2

)
=M

(
| f |2

)
−

∑
λ∈Λ( f )∩Λ(P)

|aλ( f )|2.

(b) Soit n un entier strictement positif et µ = (µ1, . . . , µn) un n−uplet de réels deux à deux

distincts. On considère la fonction ψµ : (z1, . . . , zn) �→ M
(∣∣ f −

∑n
k=1 zkeµk

∣∣2) définie sur
Cn. Démontrer que :

ψµ(z1, . . . , zn) =M(| f |2) +
n∑

k=1

|zk − aµk( f )|2 −
n∑

k=1

|aµk( f )|2,

puis en déduire la valeur minimale de ψµ et l’élément de Cn réalisant le minimum.
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(c) Déduire des questions précédentes queM
(
| f − P∗|2

)
�M

(
| f − P|2

)
, puis conclure.

31. Démontrer que pour toute fonction f ∈ PP(R,C), on a S( f ) =M
(
| f |2

)
.

32. Donner un exemple de fonction f ∈ PP(R,C) telle queM( f ) = 0, mais dont les primitives ne
sont pas des éléments de PP(R,C). Indication : on pourra utiliser la relation de Parseval, ainsi que
les questions 26 et 27.

V. Solutions bornées d’équations différentielles.

Dans toute cette partie, on considère un entier p � 1. L’espace Mp,1(C) des matrices carrées à
p lignes et une colonne et à coefficients complexes est muni de la norme suivante :

∀X =




X1
...

Xp


 ∈Mp,1(C), ‖X‖ =

√√√√
p∑

j=1

|Xj|2.

Lorsque p = 1, on identifie M1,1(C) à C.

L’espace Mp(C) des matrices carrées d’ordre p à coefficients complexes est muni de la norme
matricielle suivante :

∀A ∈Mp(C), ‖A‖Mp(C) = sup
‖X‖=1

‖AX‖.

On dit que f : R → Mp,1(C) est continue si chacune de ses composantes f j : R → C , pour
j ∈ {1, . . . , p}, est continue. On écrit alors que f ∈ C0(R,Mp,1(C)).
On dit que f : R → Mp,1(C) est bornée si chacune de ses composantes f j : R → C , pour
j ∈ {1, . . . , p}, est bornée.
Si f : R→Mp,1(C) est continue bornée, on écrit alors que f ∈ BC0(R,Mp,1(C)).

De la même façon, on dit que f : R → Mp,1(C) est continue T−périodique (resp. un poly-
nôme trigonométrique généralisé, resp. une fonction presque périodique) si chacune de ses
composantes f j : R → C , pour j ∈ {1, . . . , p}, est continue T−périodique (resp. un polynôme
trigonométrique généralisé, resp. une fonction presque périodique).
On écrit alors que f ∈ C0

T(R,Mp,1(C)) (resp. f ∈ PTG(R,Mp,1(C)), resp. f ∈ PP(R,Mp,1(C))).

D) Solutions bornées d’équations différentielles autonomes.

On s’intéresse aux solutions X : R→Mp,1(C) à valeurs complexes de l’équation différentielle
X′ = AX, où A ∈Mp(C), et plus particulièrement aux solutions bornées sur R.
On note λ1, . . . , λr les valeurs propres (complexes) distinctes de A et n1, . . . ,nr leurs ordres de
multiplicité ; on a nj � 1 pour tout j ∈ {1, . . . , r}, et

∑r
j=1 nj = p.

On rappelle que les sous-espaces caractéristiques de A sont les Cj = Ker
(
(A − λ jIp)nj

)
pour

j ∈ {1, . . . , r}, où Ip désigne la matrice identité d’ordre p. On rappelle que Mp,1(C) est somme
directe des sous-espaces caractéristiques de A.
On utilisera les résultats de la question 13, et notamment la notationϕµ,P introduite dans cette
question.

33. Dans cette question, on suppose que p = 1 et on s’intéresse donc aux solutions x : R→ C de
l’équation (E) : x′ = ax avec a ∈ C.

(a) On suppose que Re(a) = 0. Démontrer que toutes les solutions de (E) sont bornées.
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(b) On suppose Re(a) � 0. Démontrer que parmi toutes les solutions de (E), seule la solution
nulle est bornée.

34. (a) Soit X une solution de X′ = AX. En utilisant une base adaptée à la décomposition
Mp,1(C) = ⊕kCk, démontrer que chaque composante de X est une somme de ϕλ j,Pj pour
j ∈ {1, . . . , r}, où chaque Pj est un polynôme de degré au plus nj − 1.

(b) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que seule la solution nulle de
X′ = AX soit bornée.

(c) Démontrer que toute solution bornée de X′ = AX a pour composantes des polynômes
trigonométriques généralisés.

E) Équations exponentiellement stables.

Considérons une équation différentielle linéaire X′ = A(t)X + B(t), où A est une fonction
continue de R dans l’espaceMp(C) des matrices carrées d’ordre p à coefficients complexes, et
B est une fonction continue de R à valeurs dans Mp,1(C).

On dit que cette équation satisfait l’hypothèse (ES) s’il existe des constantes réelles M > 0 et
α > 0 telles que, pour toute solution X définie sur R et à valeurs dans Mp,1(C) de l’équation
homogène associée X′ = A(t)X, et pour tout (s, t) ∈ R2 avec t > s, on ait :

‖X(t)‖ �Me−α(t−s)‖X(s)‖.
On note M − l’ensemble des matrices A ∈Mp(C) dont toutes les valeurs propres sont de partie
réelle strictement négative. On admet que :

∀A ∈M −, ∃(C, α) ∈ (R+∗ )2, ∀τ ∈ R+, ‖ exp(τA)‖Mp(C) � Ce−ατ.

35. Dans cette question, on suppose que p = 1. On s’intéresse ainsi à l’équation x′ = a(t)x + b(t)
où a et b sont des fonctions continues sur R et à valeurs dans C.

(a) Rappeler l’expression des solutions de l’équation x′ = a(t)x.
(b) Démontrer que, si supR a < 0, alors l’hypothèse (ES) est satisfaite.
(c) Démontrer que, si a est périodique et si M(a) < 0, alors l’hypothèse (ES) est satisfaite.

Indication : on pourra commencer par constater que les primitives de a −M(a) sont bornées.
36. Dans cette question, on suppose que A est un élément de M − et l’on s’intéresse à l’équation

X′ = AX + B(t). Démontrer que l’hypothèse (ES) est satisfaite.

Désormais, on suppose que l’hypothèse (ES) est satisfaite.

37. Soit B ∈ BC0(R,Mp,1(C)). On s’intéresse à l’unicité des solutions bornées de X′ = A(t)X+ B(t).
(a) Soit X une solution non nulle de X′ = A(t)X. Démontrer que X(t) � 0 pour tout t ∈ R, puis

déterminer les limites lorsque t→ +∞ et lorsque t→ −∞ de ‖X(t)‖.
(b) En déduire que l’équation X′ = A(t)X + B(t) admet au plus une solution bornée sur R.

38. Soit B ∈ BC0(R,Mp,1(C)). On s’intéresse à l’existence des solutions bornées de X′ = A(t)X+B(t).
(a) On suppose que p � 1 et que la fonction t �→ A(t) est une constante, encore notée A, et que

A est un élément de M −.
Démontrer que l’expression :

XB(t) =
∫ t

−∞
exp((t − s)A)B(s)ds

a un sens et définit une solution bornée XB de X′ = AX + B(t).
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(b) On suppose que p = 1 et que a est une fonction continue de R dans C, telle que (ES) est
satisfaite.
Proposer une expression similaire pour la solution bornée de x′ = a(t)x + B(t), dont on
démontrera qu’elle convient.

39. Soit T un réel strictement positif. On suppose que les fonctions A et B sont périodiques, et que
T est une période commune à ces deux fonctions. On suppose de plus que X′ = A(t)X + B(t)
admet une unique solution bornée. Démontrer que la solution bornée est périodique, et que
T en est une période.

40. Soit B ∈ PP(R,Mp,1(C)) et A ∈ M −. On note XB l’unique solution bornée de X′ = AX + B(t).
Démontrer que XB ∈ PP(R,Mp,1(C)).

FIN DU SUJET
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