
Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous devez le signaler très lisiblement sur 
votre copie, en proposer la correction et poursuivre l’épreuve en conséquence.  De même, si cela vous conduit à 
formuler une ou plusieurs hypothèses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement. 

 
NB : Conformément au principe d’anonymat, votre copie ne doit comporter aucun signe distinctif, tel que 
nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d’un 
projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de l’identifier. 
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• 6E�� 	� �����$ n ������� �������� �� ������ �E����	 ��� ��	 �� K �� ����%G��
� �� C.

• ?� ���� Mn(K) 	E K−E	��F�� ��� 
E���G�� GE����� �� �E�		� n � G�� G����� �E�� K. <!�	�
��� ������ 
��� 	E


�	��
	�GE���� �E�� G���� E	��F�� ��� ���� In. ?� ���� GLn(K) 	� ����
� ��� 
E���G�� �������F	�� �� Mn(K).

• C�� 
E���G� A �� Mn(K) ��� ���� �GE	E��� �� �		� �!�G��� A = λIn E��G λ �� �	�
��� �� K.

• <E ��E��
���� �!��� 
E���G� A ��� ����� �� 
E����� ����		� AT . B� A ��� �� �	�
��� �� Mn(C), �� ���� A∗

	E 
E���G� E������� �� A ������ 
E� A∗ = A
T
.

• ?� �E

�		� ��� 	� ����
� ����E��� ���� Un(C) ��� ���
� ��� 
E���G�� A �� Mn(C) ��		�� ��� A∗ = A−1.

• B� E ��� �� K−��
EG� ��G�����	 �� ��
������ ����$ L(E) ������� 	E K−E	��F�� ��� ����
��
���
�� �� E.

• C�� 
E���� ��� ���� �� Mn(K) �� �� L(E) ��� ���� G�

��E���� �� ���� ���	G������ �� ��� �	�
���� G�
%


�����&

• <�� �	�
���� �!��� 
E���� ��� ���� A �� Mn(K) ���� ���� G�%������E	��EF	�� �!�	 ������ ��� 
E���G� �������F	�

P ��		� ��� 
��� ����� 
E���G� A �� A $ P−1AP ���� ���E���	E��� ��
�������&

• <�� �	�
���� �!��� 
E���� ��� ���� A �� L(E) ���� ���� G�%������E	��EF	�� �!�	 ������ ��� FE�� �� E �E��

	E���		� ���� 	�� �	�
���� �� A ��� ��� 
E���G� ���E���	E��� ��
�������& 5�	E ������� � ���� ��� 	!����
F	� ���
�

��� 
E���G�� ��� �	�
���� �� A �E�� ��� FE�� ������ ��� ���
� �!�	�
���� G�%������E	��EF	��&

• C�� 
E���� �� L(E) ��� ���� ������G��F	� �� 	�� ���	� ����%��
EG�� �� E ��EF	�� 
E� ���� ��� �	�
���� ���� {0}

�� E. 7		� ��� ���� ����G��F	� �����&

• C�� 
E���� �� Mn(K) ��� ���� ������G��F	� �� 	E 
E���� ���
�� ��� ����
��
���
�� �� Kn
GE�������
���

E���G��� ��� ������G��F	�& 7		� ��� ���� ����G��F	� �����&

• C�� ����%E	��F�� �� 	!E	��F�� L(E) ��� �� ����%��
EG� ��G�����	 �� L(E) ��EF	� 
E� G�

������� �� G�����E��

	!E

	�GE���� ��������& <E ����%E	��F�� ��������� 
E� ��� 
E���� �� L(E) ��� 	E 
	�� 
����� "E� ���� �� 	!��G	�����#

����%E	��F�� �� L(E) G�����E�� G���� 
E����&

• C�� ����%E	��F�� �� 	!E	��F�� Mn(K) ��� �� ����%��
EG� ��G�����	 �� Mn(K) ��EF	� 
E� 
������ �� G�����E��

	E 
E���G� In. <E ����%E	��F�� ��������� 
E� ��� 
E���� �� Mn(K) ��� 	E 
	�� 
����� "E� ���� �� 	!��G	�����#

����%E	��F�� �� Mn(K) G�����E�� G���� 
E����&

• ?� E

�		� 
�	���
� G�

	��� �� ���� �E��EF	�� ��� G�

��E����� X,Y ����� G�
F��E���� 	���E��� �

G�� G����� G�

	���� �� 
��� ���
�� � 
E���� ��� ���� 	������ X �� Y. @E� ���

	�$

p(X,Y ) = 4 +X − Y + 3XY + 4iY X + (5 + 2i)Y 3X2Y

��� �� ��	 
�	���
�& B� A �� B ���� ���� �	�
���� �� Mn(C), �� �����E �E����		�
���

p(A,B) = 4In +A−B + 3AB + 4iBA+ (5 + 2i)B3A2B.

?� 
��� ��
E����� ��� �E�� G� G�������$ 	!����
F	� ��� p(A,B) �F����� 	������ p(X,Y ) ��G��� 	!����
F	� �� G��


�	���
�� ��� ��EG��
��� 	E ����%E	��F�� �� Mn(C) ��������� 
E� A �� B.
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• <E 
E���� ( "
��	�
��E����# ��� G�

���� �� , ��������� ����
���E���� ��� 
������� ���� ���	�� 
E� 	E �����&

• <E 
E���� ) 
��
��� ��� ��
�����E���� �� ������
� �� 4�������$ ����G� E�E�� 	E �������� / �� ���	��� �E��

	�� 
E����� ����E����&

• <E 
E���� * �		����� 
E� ���� ���

	�� 	!�

���E�G� ��� ��
������� �E�� 	� ������
� �� 4�������&

• <E 
E���� + ����� ����� E

	�GE����� � ��� ����%����
�� �� GLn(C).

• <E 
E���� , ������ 	�� 
E���G�� 
E������ �� 	��� 	��� E��G 	�� 
E���G�� �� 
��
��E����&

• <E 
E���� - ��EF	�� �� ����	�E� �� G�%������E	��E���� 
E� 
E��E�� E� �������� �� 
��
��� ���	���� E

	�GE�����&

5�� �=����� &! '! ( �� ) ��
� �
����
�=
��� �� �����
� ���� ��=����� �
 =�	���=
� �� ������	� ��

-��
���� ������ � �= �=���� %#

� �������
 
�������"���


/=
� ?���� �=����! �
 ��=>��� 
���
��� ������=�� ��
� ?���=�
� ������
� ���� ������ �=� �= �����#

8��� i �� j �
����� ���� 
�� 1 � i � n �� 1 � j � n! �
 
��� Ei,j �����	�
� �� Mn(K) ��
� ���� ���

?���?��
�� ��
� 
��� �=�� ?���� ����� � ���
�����?���
 �� �= i"�	� ���
� �� �= j"�	� ?���

�! 
�� �=�� $#

.�� 	=���?�� ���	�
� ��
? �= >=�� ?=
�
�
�� �� Mn(K). 7
 �����= �������� �� ��	>��� �� 4��
�?���

���
� ���� ���� �
����� i �� j �=� δi,j = 1 �� i = j �� 0 ��
�
#

(& B��� A �� �	�
��� ��	
����� �� Mn(K), G!��� � ���� 
��� 	����	 �	 ������ �� ������ �E����	 p ��� ��	 ��	 ���

Ap = 0. A��		� ��� �E ��EG� 2

)& B����� A,B,C ����� �	�
���� �� Mn(K).

"E# 6�
������ ��� tr(AB) = tr(BA) �� tr(ABC) = tr(CAB).

"F# B����� i, j, k, l ��E��� ������� ��	� ��� 1 � i � n$ 1 � j � n$ 1 � k � n �� 1 � l � n. 6����� �E��

��
�����E���� G� ��� �E�� 	� 
������ Ei,jEk,l. ?� ���	����E 	� ��
F�	� �� ;����G���&

"G# 6�
������ ��� 
��� n � 2, �	 
��� E������ ��� tr(ABC) �= tr(CBA).

*& <�� ���
�� 	���E���� ��� Mn(K)&

"E# 6�
������ ��� �� f ��� ��� ���
� 	���E��� ��� Mn(K)$ �	 ������ ��� ������ 
E���G� A �� Mn(K) ��		� ���


��� ����� 
E���G� M �� Mn(K)$ �� E�� f(M) = tr(AM).

"F# 6�
������ ��� �� 	�� 
E���G�� M1,M2, ...,Mn2 ���
��� ��� FE�� �� Mn(K)$ E	��� 	�� ���
�� 	���E����

������� 
��� ���� ������ i ��	 ��� 1 � i � n2

E� fi(M) = tr(MiM), ���
��� ��� FE�� �� 	!��
EG�

��G�����	 ��� ���
�� 	���E���� ��� Mn(K). 7� ������� ��!�	 ������ ��� FE�� (F1, ..., Fn2) �� Mn(K) ��		��

��� 
��� ����� 
E���G� M �� Mn(K)$ �� E��

M =

n2∑
i=1

tr(MiM)Fi.

)

‒ 2 ‒



:;9<.;<90 /< :<30;

• <E 
E���� ( "
��	�
��E����# ��� G�

���� �� , ��������� ����
���E���� ��� 
������� ���� ���	�� 
E� 	E �����&

• <E 
E���� ) 
��
��� ��� ��
�����E���� �� ������
� �� 4�������$ ����G� E�E�� 	E �������� / �� ���	��� �E��

	�� 
E����� ����E����&

• <E 
E���� * �		����� 
E� ���� ���

	�� 	!�

���E�G� ��� ��
������� �E�� 	� ������
� �� 4�������&

• <E 
E���� + ����� ����� E

	�GE����� � ��� ����%����
�� �� GLn(C).

• <E 
E���� , ������ 	�� 
E���G�� 
E������ �� 	��� 	��� E��G 	�� 
E���G�� �� 
��
��E����&

• <E 
E���� - ��EF	�� �� ����	�E� �� G�%������E	��E���� 
E� 
E��E�� E� �������� �� 
��
��� ���	���� E

	�GE�����&

5�� �=����� &! '! ( �� ) ��
� �
����
�=
��� �� �����
� ���� ��=����� �
 =�	���=
� �� ������	� ��

-��
���� ������ � �= �=���� %#

� �������
 
�������"���


/=
� ?���� �=����! �
 ��=>��� 
���
��� ������=�� ��
� ?���=�
� ������
� ���� ������ �=� �= �����#

8��� i �� j �
����� ���� 
�� 1 � i � n �� 1 � j � n! �
 
��� Ei,j �����	�
� �� Mn(K) ��
� ���� ���

?���?��
�� ��
� 
��� �=�� ?���� ����� � ���
�����?���
 �� �= i"�	� ���
� �� �= j"�	� ?���

�! 
�� �=�� $#

.�� 	=���?�� ���	�
� ��
? �= >=�� ?=
�
�
�� �� Mn(K). 7
 �����= �������� �� ��	>��� �� 4��
�?���

���
� ���� ���� �
����� i �� j �=� δi,j = 1 �� i = j �� 0 ��
�
#

(& B��� A �� �	�
��� ��	
����� �� Mn(K), G!��� � ���� 
��� 	����	 �	 ������ �� ������ �E����	 p ��� ��	 ��	 ���

Ap = 0. A��		� ��� �E ��EG� 2

)& B����� A,B,C ����� �	�
���� �� Mn(K).

"E# 6�
������ ��� tr(AB) = tr(BA) �� tr(ABC) = tr(CAB).

"F# B����� i, j, k, l ��E��� ������� ��	� ��� 1 � i � n$ 1 � j � n$ 1 � k � n �� 1 � l � n. 6����� �E��

��
�����E���� G� ��� �E�� 	� 
������ Ei,jEk,l. ?� ���	����E 	� ��
F�	� �� ;����G���&

"G# 6�
������ ��� 
��� n � 2, �	 
��� E������ ��� tr(ABC) �= tr(CBA).

*& <�� ���
�� 	���E���� ��� Mn(K)&

"E# 6�
������ ��� �� f ��� ��� ���
� 	���E��� ��� Mn(K)$ �	 ������ ��� ������ 
E���G� A �� Mn(K) ��		� ���


��� ����� 
E���G� M �� Mn(K)$ �� E�� f(M) = tr(AM).

"F# 6�
������ ��� �� 	�� 
E���G�� M1,M2, ...,Mn2 ���
��� ��� FE�� �� Mn(K)$ E	��� 	�� ���
�� 	���E����

������� 
��� ���� ������ i ��	 ��� 1 � i � n2

E� fi(M) = tr(MiM), ���
��� ��� FE�� �� 	!��
EG�

��G�����	 ��� ���
�� 	���E���� ��� Mn(K). 7� ������� ��!�	 ������ ��� FE�� (F1, ..., Fn2) �� Mn(K) ��		��

��� 
��� ����� 
E���G� M �� Mn(K)$ �� E��

M =

n2∑
i=1

tr(MiM)Fi.

)
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"G# 6�
������ ��� �� f ��� ��� ���
� 	���E��� ��� Mn(K) ��		� ��� f(MN) = f(NM) 
��� ������ 
E���G��

M �� N �� Mn(K), E	��� f ��� 
��
��������		� � 	E ��EG�& ?� 
����E ���	���� 	�� 
E���G�� Ei,j �� 	�

��
F�	� �� ;����G���$ ������ E� ��F�� �� G���� 
E����&

+& B��� G �� ����%����
� �� GLn(K). ?� ���� G 	E ����%E	��F�� �� Mn(K) ��������� 
E� G.

"E# 6�
������ ��� G = Vect(G), �� Vect(G) ������� 	� ����%��
EG� ��G�����	 �� Mn(K) �������� 
E� G.

"F# 6�
������ ��!�	 ������ ��� FE�� �� G ���
�� �!�	�
���� �� G.

,& B��� E �� K−��
EG� ��G�����	 �� ��
������ ���� �� f �� g ���� ����
��
���
�� �� E& ?� ��

��� ��!�	�

G�

�����&

"E# 6�
������ ��� ���� ����%��
EG� ��G�����	 
��
�� �� f ��� ��EF	� 
E� g.

"F# 6�
������ ��� �� g ��� ��E���E	��EF	�$ E	��� �E ������G���� � ���� ����%��
EG� ��EF	� "
E� g# ��� ��E���E%

	��EF	�&

"G# 6�
������ ��� �� f �� g ���� ��E���E	��EF	��$ E	��� �	� ���� G�%��E���E	��EF	��$ G!��� � ���� ��!�	� 
��������

��� FE�� G�

��� �� ��E���E	��E����&

� !� ���	���� �� ����
���

/=
� ����� ?���� �=����! E �����
� �
 C−���=?� ��?������ �� ��	�
���
 �
�� n � 2. 7
 
���

A �
� �=���� 
�
 ���� �� L(E) �� �
 ������� 
�� ��� ����� ����"���=?�� �� E ��=>��� �=� ����

��� ���	�
�� �� A ��
� E �� {0}, ?���� � ���� 
�� A ��� ������?��>��#

-& 6�
������ ��� 	!����
F	� ��� �	�
���� �� L(E) ��� G�

����� E��G ���� 	�� �	�
���� ��A ���� ��EG��
���

	�� ��
��������& ?� 
����E G��������� ��� �E	��� 
��
�� �!�� ��	 ����
��
���
�&

.& 6�
������ � 	!E��� �!�� ���

	� �� ��
������ ) ��� 	� ����	�E� �� 	E �������� 
��G������ ��
F� �� ���E��

�� C ��� ��

	EG� 
E� R. ?� 
����E ���	���� ��� ���E����� �� R2
&

7
 ������� �����	=�� �� ���� �=
� ����� ?���� �=���� 
�� A ��� �
� ����"=���>�� �� L(E).

5� >�� ��� 
������
� * � $$ ��� �� ��	�
���� 
�� A = L(E)! ?� 
�� ?�
������ �� ������	� ��

-��
����! ��
� ���
�
?� ����#

;�����	� �-��
���� + :��� E �
 C−���=?� ��?������ �� ��	�
���
 �
�� n � 2# :� A ��� �
�

����"=���>�� ������?��>�� �� L(E), =���� A = L(E).

• 7
 ?�
������ �����=?� ��?������ En
�� ρ �� 	������	� �� L(E) ���� L(En) 
�� � f ∈ L(E)

=���?�� ���
��	������	� ρ(f) �� En
��

� �=� ρ(f) : (v1, ..., vn) �→ (f(v1), ..., f(vn)).

• 7
 �����
� �=� Ei �� ����"���=?� ��?������ �� En
���
� �=� Ei = {0}× ...×{0}×E×{0}× ...×{0}

�� ���� ��� ���	�� ��
� ���� {0} �=�� �� ���	� 
�	��� i 
�� ��� E. ,�
��! En = E1 ⊕ ...⊕ En.

• 7
 ��� �
� >=�� (e1, ..., en) �� E# .��= �����	�
� �
� >=�� �� ?�=
�� Ei! �� �
� >=�� ��

En = E1 ⊕ ...⊕ En. /=
� ?���� >=��! �
 ���	�
� �� L(En) ��� ��
? �������
�� �=� �
� 	=���?�

�� �=���� n2
�=� >��?�! ���� �� �=���� n#

*



/& "E# 6�G���� �E�� 	E FE�� G�%������ 	E 
E���G� 
E� F	�G� �!�� �	�
��� �� L(En) ��� G�

��� E��G ���� 	��

�	�
���� ρ(a) 
��� a ∈ A . ?� ������� 
E� C 	!����
F	� ��� ����
��
���
�� �� En
��� G�

�����

E��G ���� 	�� �	�
���� ρ(a) 
��� a ∈ A .

"F# 6�
������ ��� �� f ∈ L(E)$ E	��� ρ(f) G�

��� E��G ���� 	�� �	�
���� �� C . ?� 
����E G��������� 	E


E���G� 
E� F	�G� �� ρ(f).

0& B��� W ⊂ En
�� ����%��
EG� ��G�����	 ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A . ?� �� 
��
��� �� ��
������

��� W E�
�� �� ��

	�
���E��� �E�� En
��E	�
��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A .

"E# 6�
������ ��� �� i ∈ {1, ..., n}, E	��� W ∩ Ei = {0} �� W ∩ Ei = Ei.

"F# B� W ∩ E1 = {0}$ �� 
��� W2 = W ⊕ E1 �� �� W ∩ E1 = E1$ �� 
��� W2 = W. A�� �E�� W2 ∩ E2?

"G# 7� 
�������E�� G�

� G�%������$ G��������� ��� ����� G�����E��� W1 = W,W2, ...,Wn �� n ����%��
EG��

�� En
��EF	�� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A , E��GWn = En

�� �� ������� 	!�������G� �!�� ��

	�
���E���

�� W �E�� En
��E	�
��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A .

('& B��� W ⊂ En
�� ����%��
EG� ��G�����	 ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A . B��� W ′

�� ��

	�
���E���

�� W �E�� En
��E	�
��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A . >����� p : En → En

	E 
����G���� ��� W


E�E		�	�
��� � W ′. 6�
������ ��� p G�

��� E��G ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A .

((& B���W ⊂ En
	!����
F	� ���
� ��� �	�
���� (a(e1), ..., a(en)) ��E�� a ��G��� A . D������ ���W ��� �� ����%

��
EG� ��G�����	 �� En
�� ��!�	 ��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(b) 
��� b ∈ A . 7� ���	��E�� 	E �������� 
��G������$

��
������ ��� �� f ∈ L(E), �	 ������ a ∈ A ��	 ��� (f(e1), ..., f(en)) = (a(e1), ..., a(en)). 5��G	��� ���

A = L(E) �� ����G�� ��E	�
��� 	� ����	�E� �F����&

� ��� ��
 ��
	���
�
 �"�
 �� ���	���� �� ����
���

5�� 
������
� $% �� $& ��
� �
����
�=
���# 7
 � �������� ���	����=
?� ��� ���������� �=����

�=
� �� ������	� �� -��
����#

()& 6E�� G���� ��������$ �� G������ 
E���G� �� M3(C) �� ����
��
���
� �� C3
GE�������
��� E���G��& ?�

������

A = {



0 a 0

b 0 −a

0 b 0


 , (a, b) ∈ C2}.

"E# 6�
������ ��� ���� 	�� �	�
���� �� A ���� ��	
������&

"F# 6�
������ ��� 	E ����%E	��F�� �� M3(C) ��������� 
E� A G������� ������ 	�� 
E���G�� ��E���E	��& ?�


����E G��������� A �E�� A ���
�� E��G a = 0 �� b = 1 �� B ���
�� E��G a = 1 �� b = 0.

"G# 6����
���� 	�� ����%��
EG�� ��G�����	� �� C3
��EF	�� 
E� ���� 	�� �	�
���� �� A . A�� 
���%�� �� �������

��E�� E�� ��
������� �� ������
� �� 4������� 2

(*& 6E�� G���� ��������$ �� ���� u 	!����
��
���
� �� Q3
GE�������
��� E���G�� � 	E 
E���G�



0 0 −1

1 0 −1

0 1 0




+
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E���G� 
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��� �� L(En) ��� G�
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�����
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���� �� C . ?� 
����E G��������� 	E


E���G� 
E� F	�G� �� ρ(f).

0& B��� W ⊂ En
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EG� ��G�����	 ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A . ?� �� 
��
��� �� ��
������

��� W E�
�� �� ��

	�
���E��� �E�� En
��E	�
��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A .

"E# 6�
������ ��� �� i ∈ {1, ..., n}, E	��� W ∩ Ei = {0} �� W ∩ Ei = Ei.

"F# B� W ∩ E1 = {0}$ �� 
��� W2 = W ⊕ E1 �� �� W ∩ E1 = E1$ �� 
��� W2 = W. A�� �E�� W2 ∩ E2?

"G# 7� 
�������E�� G�

� G�%������$ G��������� ��� ����� G�����E��� W1 = W,W2, ...,Wn �� n ����%��
EG��

�� En
��EF	�� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A , E��GWn = En

�� �� ������� 	!�������G� �!�� ��

	�
���E���

�� W �E�� En
��E	�
��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A .

('& B��� W ⊂ En
�� ����%��
EG� ��G�����	 ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A . B��� W ′

�� ��

	�
���E���

�� W �E�� En
��E	�
��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A . >����� p : En → En

	E 
����G���� ��� W


E�E		�	�
��� � W ′. 6�
������ ��� p G�

��� E��G ���� 	�� ρ(a) 
��� a ∈ A .

((& B���W ⊂ En
	!����
F	� ���
� ��� �	�
���� (a(e1), ..., a(en)) ��E�� a ��G��� A . D������ ���W ��� �� ����%

��
EG� ��G�����	 �� En
�� ��!�	 ��� ��EF	� 
E� ���� 	�� ρ(b) 
��� b ∈ A . 7� ���	��E�� 	E �������� 
��G������$

��
������ ��� �� f ∈ L(E), �	 ������ a ∈ A ��	 ��� (f(e1), ..., f(en)) = (a(e1), ..., a(en)). 5��G	��� ���

A = L(E) �� ����G�� ��E	�
��� 	� ����	�E� �F����&

� ��� ��
 ��
	���
�
 �"�
 �� ���	���� �� ����
���

5�� 
������
� $% �� $& ��
� �
����
�=
���# 7
 � �������� ���	����=
?� ��� ���������� �=����

�=
� �� ������	� �� -��
����#

()& 6E�� G���� ��������$ �� G������ 
E���G� �� M3(C) �� ����
��
���
� �� C3
GE�������
��� E���G��& ?�

������

A = {



0 a 0

b 0 −a

0 b 0


 , (a, b) ∈ C2}.

"E# 6�
������ ��� ���� 	�� �	�
���� �� A ���� ��	
������&

"F# 6�
������ ��� 	E ����%E	��F�� �� M3(C) ��������� 
E� A G������� ������ 	�� 
E���G�� ��E���E	��& ?�


����E G��������� A �E�� A ���
�� E��G a = 0 �� b = 1 �� B ���
�� E��G a = 1 �� b = 0.

"G# 6����
���� 	�� ����%��
EG�� ��G�����	� �� C3
��EF	�� 
E� ���� 	�� �	�
���� �� A . A�� 
���%�� �� �������

��E�� E�� ��
������� �� ������
� �� 4������� 2

(*& 6E�� G���� ��������$ �� ���� u 	!����
��
���
� �� Q3
GE�������
��� E���G�� � 	E 
E���G�



0 0 −1

1 0 −1

0 1 0




+

�� A 	E ����%E	��F�� �� L(Q3) ��������� 
E� u.

"E# 6�
������ ��� 	� 
�	���
� X3 +X + 1 ��� ������G��F	� �E�� Q[X].

"F# 7�
	�G���� ��� FE�� �� A �� ���G���� �� u.

"G# 6�
������ ��� A ��� �� G��
�&

"�# 6����
���� 	�� ����%��
EG�� �� Q3
��EF	�� 
E� u& A�� 
���%�� �� ������� ��E�� E�� ��
������� ��

������
� �� 4������� 2

�  �	�
 "

��#"��	�
 �� ���	���� �� ����
��� � ��
 
	�
���	�
�
 ��

GLn(C)

/=
� ?���� �=����! n �����
� �
 �
���� 
=����� =� 	��
� ��=� � %# 5�� 
������
� $'! $( �� $)

��
� �
����
�=
���# 7
 ��������= �=
� ?�=?�
� ������� �� ������	� �� -��
���� ��	�
��� � �=

�=���� %#

(+& B���%��
EG� ��G�����	 �������� 
E� 	� ����
� ����E���&

?� ���� Un(C) 	� ����
� ����E��� �� �E�		� n. ?� 
���� Cn
�� ��� 
������ �GE	E��� GE�������&

"E# 6�
������ ��� �� X �� Y ���� ���� ��G����� �� Cn
�� ���
� "E���G��� E� 
������ �GE	E��� GE�������#

�E	E�� ($ �	 ������ U ∈ Un(C) ��		� ��� UX = Y.

"F# 6�
������ ��� 	� ����%��
EG� ��G�����	 �� Mn(C) �������� 
E� Un(C) ��� Mn(C) ���� ������& ?� 
����E

���	���� 	E �������� +"E# �� 
��	�
��E���&

(,& C� ����%����
� ��G���E���
��� F����&

B��� G �� ����%����
� �� GLn(C). ?� ��

��� ��� G ��� ������G��F	� �� ��� 	�� �E	���� 
��
��� ��� �	�
����

�� G ���� ������ �� 
���	� ��E	 � (& ?� ������ ��
������ ��� 	� ����
� G ��� F����&

"E# 6�
������ ��!�	 ������ ��� FE�� (M1, ...,Mn2) �� Mn(C) ���
�� �!�	�
���� �� G. ?� 
����E ���	���� 	E

�������� +"E# �� 
��	�
��E���&

"F# 6�
������ ��� 
��� ���� ������ i ��	 ��� 1 � i � n2
�� ���� �	�
��� M �� G, �� E | tr(MiM) |� n. 7�

������� ��� 	� ����
� G ��� F���� 
��� ����� ���
� ��� Mn(C). ?� 
����E ���	���� 	E �������� *"F# ��


��	�
��E���&

(-& C� ����	�E� �� G�%������E	��E����&

B��� G �� ����%����
� �� GL(Cn) ���
� �!�	�
���� ���� ���
������$ G!��� � ���� ��	 ��� 
��� ���� g ∈ G,

	E ���	� �E	��� 
��
�� �� g ���� (& ?� ������ ��
������ ��� 	�� �	�
���� �� G ���� G�%������E	��EF	��$ G� ���

G�������� �� ������
� �� � ;�	G���& ?� ���� G 	E ����%E	��F�� �� L(Cn) ��������� 
E� G.

"E# 6�
������ ��!�� ����
��
���
� g �� Cn
E�
�� ( G�

� ���	� �E	��� 
��
�� �� �� ���	�
��� �� g− IdCn

��� ��	
�����&

7
 ������� 
�� G ��� ������?��>��#

B��� a �� �	�
��� �� G. ?� �G��� a = IdCn +b E��G b ��	
�����&

"F# 6�
������ ��� 
��� ���� �	�
��� f �� G, tr(b ◦ f) = 0.

,
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"G# 7� ������� ��� b = 0 
��� ��� 	!��
������ �E��� ��� 	!������G��F�	��� �� G ��� EF�����&

/�=���� �= 
������
 ���?���
��! G 
���� �=� ������?��>��#

"�# 6�
������ 	� ������
� �� ;�	G��� ����G� G�%������ �� 
��G��E�� 
E� ��G�����G�&

� ���	�� ��
 �"���#�
 �"�����
 �� ��
 �"���#�
 �� 
�����"��	�

/=
� ?���� �=����! �
 �������� �� ������	� �� -��
���� =�
 �� �=��� �� ���
 �
��� �����=?� ���

	=���?�� 	=��
��� �� �� ����"���=?� �
��
��� �=� ��� 	=���?�� �� ���	��=���
#

• :� M = (mi,j) ��� �
� 	=���?� �� Mn(C), �
 ��� 
�� M ��� 	=��
�� �� �= ��		� �� ��� ?���"

�?��
�� �=� ���
� �� �=� ?���

� ��� ?�
��=
��# 7
 
��� M ���
��	>�� ��� 	=���?�� 	=��
���

�� Mn(C). .���� ?�=���	�
� �
 ����"���=?� ��?������ �� Mn(C).

• :� σ ��� �
� ���	��=���
 �� {1, ..., n}, �
 
��� pσ ���
��	������	� �� Cn
���
� ��� �= >=��

?=
�
�
�� C = (e1, ..., en) �� Cn
�=� pσ(ei) = eσ(i) ���� ���� i �� Pσ �= 	=���?� �� pσ �=
� ?����

	�	� >=��#

• 7
 
��� D �= ������ ������� �=� �� ��?���� e1+...+en �� H ���������=
 ���
�=���
 x1+...+xn = 0

�=
� �= >=�� C .

(.& @��� i ∈ {1, ..., n}, �� ���� fi "���
 gi# 	E ���
� 	���E��� ��� � ��� 
E���G� �� Mn(C) E���G�� 	E ��

� ���

G�� G����� �� 	E 	���� i "���
 	E G�	���� i#&

6�
������ ��� 	E �E
�		� (f1, ..., fn, g1, ..., gn) ��� 	��� 
E�� ��� (f1, ..., fn, g1, ..., gn−1) ��� 	�F��&

(/& 6����
���� 	E ��
������ �� ����%��
EG� M0 �� M ���
� ��� 
E���G�� ���� 	E ��

� ��� �	�
���� ��

G�E��� 	���� �� �� G�E��� G�	���� �E�� '&

(0& 7� ������� 	E ��
������ �� M .

)'& :������� ��� 	!��
EG� ��G�����	 �������� 
E� 	�� 
E���G�� �� 
��
��E���� Pσ ��� ��G	�� �E�� M .

)(& 6�
������ ��� �� m ��� �� ����
��
���
� �� Cn
�� 
E���G� M �E�� 	E FE�� C $ E	��� M ∈ M �� ��

���	�
��� �� H �� D ���� ��EF	�� 
E� m.

))& 6�
������ ��� 	�� ���	� ����%��
EG�� �� Cn
��EF	�� 
E� ���� 	�� ����
��
���
�� pσ ��E�� σ 
E�G���� ������

	�� 
��
��E����� �� {1, ..., n} ���� {0}$ 	E ������ D$ 	!��
��
	E� H �� Cn. ?� 
����E ��E���� 	� GE� �!���

������ 
��� G�	�� �!�� ����%��
EG� ��� ��G	�� �E�� D.

)*& @��� ����� 
��
��E���� σ �� {1, ..., n}$ �� ���� pσ|H 	E ������G���� �� pσ � H. 6�
������ ��� ���� ����%


��
���
� f �� H 
��� �!�G���� ���� 	E ���
�

f =
N∑
i=1

λipσi|H

E��GN ∈ N∗, λ1, ..., λN ��� �	�
���� �� C �� σ1, ..., σN ��� 
��
��E���� �� {1, ..., n}& ?� ���	����E 	� ������
�

�� 4������� ��
����� � 	E 
E���� )&

)+& B��� M ∈ M �� m 	!����
��
���
� �� Cn
GE�������
��� E���G��& B��� u 	!����
��
���
� �� Cn

GE����%

���
��� E���G�� � 	E 
E���G� ���� ���� 	�� G�� G����� �E	��� (&

-
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� ���	�� ��
 �"���#�
 �"�����
 �� ��
 �"���#�
 �� 
�����"��	�
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#
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�?��
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� �� �=� ?���

� ��� ?�
��=
��# 7
 
��� M ���
��	>�� ��� 	=���?�� 	=��
���

�� Mn(C). .���� ?�=���	�
� �
 ����"���=?� ��?������ �� Mn(C).

• :� σ ��� �
� ���	��=���
 �� {1, ..., n}, �
 
��� pσ ���
��	������	� �� Cn
���
� ��� �= >=��

?=
�
�
�� C = (e1, ..., en) �� Cn
�=� pσ(ei) = eσ(i) ���� ���� i �� Pσ �= 	=���?� �� pσ �=
� ?����

	�	� >=��#

• 7
 
��� D �= ������ ������� �=� �� ��?���� e1+...+en �� H ���������=
 ���
�=���
 x1+...+xn = 0

�=
� �= >=�� C .

(.& @��� i ∈ {1, ..., n}, �� ���� fi "���
 gi# 	E ���
� 	���E��� ��� � ��� 
E���G� �� Mn(C) E���G�� 	E ��

� ���

G�� G����� �� 	E 	���� i "���
 	E G�	���� i#&

6�
������ ��� 	E �E
�		� (f1, ..., fn, g1, ..., gn) ��� 	��� 
E�� ��� (f1, ..., fn, g1, ..., gn−1) ��� 	�F��&

(/& 6����
���� 	E ��
������ �� ����%��
EG� M0 �� M ���
� ��� 
E���G�� ���� 	E ��

� ��� �	�
���� ��

G�E��� 	���� �� �� G�E��� G�	���� �E�� '&

(0& 7� ������� 	E ��
������ �� M .

)'& :������� ��� 	!��
EG� ��G�����	 �������� 
E� 	�� 
E���G�� �� 
��
��E���� Pσ ��� ��G	�� �E�� M .

)(& 6�
������ ��� �� m ��� �� ����
��
���
� �� Cn
�� 
E���G� M �E�� 	E FE�� C $ E	��� M ∈ M �� ��

���	�
��� �� H �� D ���� ��EF	�� 
E� m.

))& 6�
������ ��� 	�� ���	� ����%��
EG�� �� Cn
��EF	�� 
E� ���� 	�� ����
��
���
�� pσ ��E�� σ 
E�G���� ������

	�� 
��
��E����� �� {1, ..., n} ���� {0}$ 	E ������ D$ 	!��
��
	E� H �� Cn. ?� 
����E ��E���� 	� GE� �!���

������ 
��� G�	�� �!�� ����%��
EG� ��� ��G	�� �E�� D.

)*& @��� ����� 
��
��E���� σ �� {1, ..., n}$ �� ���� pσ|H 	E ������G���� �� pσ � H. 6�
������ ��� ���� ����%


��
���
� f �� H 
��� �!�G���� ���� 	E ���
�

f =
N∑
i=1

λipσi|H

E��GN ∈ N∗, λ1, ..., λN ��� �	�
���� �� C �� σ1, ..., σN ��� 
��
��E���� �� {1, ..., n}& ?� ���	����E 	� ������
�

�� 4������� ��
����� � 	E 
E���� )&

)+& B��� M ∈ M �� m 	!����
��
���
� �� Cn
GE�������
��� E���G��& B��� u 	!����
��
���
� �� Cn

GE����%

���
��� E���G�� � 	E 
E���G� ���� ���� 	�� G�� G����� �E	��� (&

-

6�
������ 	!�������G� �� N �E�� N∗
$ λ1, ..., λN �E�� C$ σ1, ..., σN ��� 
��
��E���� �� {1, ..., n} �� α �E��

C ��	� ���

m =

N∑
i=1

λipσi + αu.

),& 7�EF	�� �� 	��� ����� 	!����
��
���
� u �� 	E ��

� ��� ����
��
���
�� pσ ��E�� σ 
E�G���� 	!����
F	�

��� 
��
��E����� �� {1, ..., n} �� �� ������� ��� 	!��
EG� ��G�����	 M ���
� ��� 
E���G�� 
E������ ���

��EG��
��� 	!��
EG� ��G�����	 �������� 
E� 	�� 
E���G�� �� 
��
��E���� Pσ.

� �"

"�� "� ��	����� �� #	�����	�"��
"��	�

;��� ��� ���=?�� ��?������� ?�
������� �=
� ?���� �=���� ��
� �� ��	�
���
 �
�� �� �� ?����

�� >=�� ��� C. 7
 �� ������� ����=>��� �
 ��		� �� ?�"�����
=���=���
! =����� ?�"�������

��		� ��
�=	�
�=� �� ?�"�����
=���=���
! ���?� =� �=��=�� =� 
�����
�# .� ������=� ?�	>�
�

=� ������	� �� -��
���� ��	�
��� � �= �=���� % ���	�� �� �������� ���
 	���
 ��?=?�

�� ������� �� ?�"�����
=���=>�����# 7
 �=������ ��=>��� 
���
��� ������=�� ��� ��� ���=?��

��?������� 
�����
�� �� �
 ���
�� ?� 
�� ���
��� 
���
� ��������� ��� ��=
�	��� �=� �=��=�� =�


�����
�#

• B� E ��� �� ��
EG� ��G�����	 �� F ��� �� ����%��
EG� ��G�����	 �� E, �� ���� E/F 	!����
F	� ��� G	E����

�!�����E	��G� ��� E 
��� 	E ��	E���� R ������ ��� E 
E� xRy ⇐⇒ x− y ∈ F.

• @��� (x, y) ∈ E2
�� λ ∈ C, �� ���E�� x 	E G	E��� �� x 
��� 	E ��	E���� �!�����E	��G� 
��G������$ x+ y ��

λx ���� E	��� ������ 
E� x+ y = x+ y �� λx = λx. 3����$ E/F ��� 
��� �!��� ����G���� �!��
EG� ��G�����	

E

�	� ��
EG� ��G�����	 �������� �� E 
E� F. 6E�� G� G�������$ dimE/F = dimE − dimF.

• B� E ��� �� ��
EG� ��G�����	 �� f �� ����
��
���
� �� E$ �� F �� G ���� ��� ����%��
EG�� ��G�����	� ��

E ���� ���� ��EF	�� 
E� f E��G G ⊂ F, �� ���
��� �� 	!����
��
���
� �� 	!��
EG� ��G�����	 �������� F/G,

���� f �� ����� 
E� ∀x ∈ F, f(x) = f(x). ?� ��� ��� f ��� �F���� � 
E���� �� f 
E� 
E��E�� E� ��������&

• C�� 
��
����� P ��� ���� ��E��
��� 
E� 
E��E�� E� �������� ��$ ��E�� ��� �E
�		� F �!����
��
���
��

������ 	E 
��
����� P, E	��� ����� �E
�		� �!����
��
���
�� �F����� 
E� 
E��E�� E� �������� "G�

� G�%

������# � 
E���� �� F , ������ �� 	E 
��
����� P.

• 3���� 
E� ���

	�$ 
��� ��� �E
�		�F �!����
��
���
��$ 	� �E�� �� G�

����$ �!���� ��	
����� �� �!E����

��� ����G���� �!E	��F�� ��� G	E���
��� ��� 
��
����� ��E��
��� 
E� 
E��E�� E� ��������&

)-& B��� F ��� �E
�		� �!����
��
���
�� �!�� ��
EG� ��G�����	 E, �����E�� ��� 
��
����� P ��E��
��� 
E�


E��E�� E� ��������& B��� F �� ����%��
EG� �� E ��EF	� 
E� ���� 	�� �	�
���� �� F & 6�
������ ��� 	E

�E
�		� ���
�� ��� ������G����� ��� �	�
���� �� F � F ������ ��G��� 	E 
��
����� P.

).& 6�
������ ��� �� f, ����
��
���
� �!�� ��
EG� ��G�����	 E, 	E���� ��EF	� �� ����%��
EG� ��G�����	 F �� E$

E	��� 	!����
��
���
� f �� E/F ����� 
E� f(x) = f(x) ������ rg f � rg f.

)/& 6�
������ ��� �� F ��� �� ����%��
EG� ��G�����	 �!�� ��
EG� ��G�����	 E �� L′
��� �� ����%��
EG� ��G�����	

�� E/F ��� ��	 �� ������G� �� E/F $ E	��� L = {x ∈ E, x ∈ L′} ��� �� ����%��
EG� ��G�����	 �� E ������G�

�� F �� �� E.

.
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�=� �� ?�"�����
=���=���
#

?� �� ����� ��� 
��
����� P ��E��
��� 
E� 
E��E�� E� �������� �� �� ��

��� ��!�		� ������ 	E G��������

����E��� 1 ����� �E
�		� �!����
��
���
�� ������ ��� �� 
�
� ��
EG� ��G�����	 �� ��
������ E� 
���� ) ��

�����E�� 	E 
��
����� P ��� ����G��F	�&

6�
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�		� F �!����
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���
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��
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.� ������=� ?�
������ �� ��		� ��
�=	�
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#

?� 
����E ����� E 	!��
EG� ��G�����	 ��� 	����	 ���� ������ 	�� ����
��
���
�� �� 	E �E
�		� F �� �����E���

��� ����� ����G��
��� G�����E��� {0} = L0 ⊂ L1 ⊂ ... ⊂ Lm = E �� ����%��
EG�� �� E ���� ��EF	�� 
E� 	��

�	�
���� �� F �� �� GE����E	 
E��
E	&

*'& <� GE� G�

��E���&

B��� C ��� �E
�		� �!����
��
���
�� ��� G�

����� ) � )&

"E# 6�
������ ��� ����� �E
�		� �!����
��
���
�� �!�� ��
EG� �� ��
������ E� 
���� ) �� ��� G�

�����

) � ) ��� ����G��F	�& ?� 
����E G��������� �� ����%��
EG� 
��
�� �!�� �� G�� ����
��
���
��&

"F# 7� ������� ��� 	�� �	�
���� �� C ���� G�%������E	��EF	��&

*(& <� GE� ��	
�����&

?� ��

��� ��� A ��� ��� E	��F�� �!����
��
���
�� ���
�� �!�	�
���� ���� ��	
������&

"E# 6�
������ ��� �E�� �� ��
EG� ��G�����	 �� ��
������ E� 
���� )$ ��� ��		� E	��F�� ��� ����G��F	�& ?�


��� ���	���� 	� ������
� �� 4������� �� 	E 
��
����� P ������ 
E� 1 ��
� �	� �����
� ���	�
�

�������

�

��� �������	�� �
�� 	���
��	���

"F# 7� ������� ��� 	�� �	�
���� �� A ���� G�%������E	��EF	��&

*)& <� GE� ��� G�

��E����� ��	
������&

?� ��

��� ��� A ��� ��� E	��F�� �!����
��
���
�� ��		� ��� 
��� ���� f �� g �E�� A , f ◦ g − g ◦ f

"E

�	� G�

��E���� �� f �� g# ���� ��	
�����&

"E# 6�
������ ��� �� n � 2, �	 ������ ���� 
E���G�� B �� C �� Mn(C) ��		�� ��� 	E 
E���G� BC − CB ��

���� 
E� ��	
������& ?� 
����E G�

��G�� 
E� 	� GE� n = 2.

"F# D������ ��� 	E 
��
����� P ������ 
E� 1 ��
� �	� �����
� �
	������� ���	�
�

������� ����� ��� �
�


�
�� f �� g ��	� ����� �����
�� f ◦ g − g ◦ f ��� 	���
��	� ��� ��� 
��
����� ��E��
��� 
E� 
E��E�� E�

��������&

"G# 6�
������ ��� 	�� �	�
���� �� A ���� G�%������E	��EF	��&

**& <� GE� �!��� E	��F��&

6�
������ ��� �� A ��� ��� E	��F�� �!����
��
���
��$ ��� �	�
���� ���� G�%������E	��EF	�� �� �� ���	�
���

��$ 
��� ���� f �� g �E�� A , f �� g ���� G�%������E	��EF	��&

*+& C� ������
� �� =G 5��&

?� �� ����� ���� 
E���G�� A �� B �� Mn(C). ?� ������ ��
������ 	� ������
� ����E��$ �� � =G 5��&

2� � = �
���=��
?� �
��� ��� ���� ���������� ����=
��� +

�$ + 5�� ���� 	=���?�� A �� B ��
� ?�"�����
=���=>��� �=
� Mn(C).

�% + 8��� ���� ����
�	� p(X,Y ) � ?���?��
�� �=
� C �
 ���� �=��=>��� X �� Y 
�
 ?�		�"

�=�����! �= 	=���?� p(A,B)(AB −BA) ��� 
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��#

/
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��$ ��� �	�
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2� � = �
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��� +
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=���=>��� �=
� Mn(C).
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"E# 6�
������ 	!�

	�GE���� "(#⇒")#&

?� ��

��� �����
E�� 	E 
��
����� ")# ������� �� �� ������ ��
������ 	E 
��
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