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SECTION : MATHÉMATIQUES – PHYSIQUE-CHIMIE
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(a) Établir pour tout réel h strictement positif, l’égalité : q(t ,h) = S(t )−S(t +h)

S(t )
.

(b) Montrer que la fonction S est dérivable sur R+ et préciser sa fonction dérivée.

(c) Montrer que le rapport
q(t ,h)

h
a pour limite π(t ) quand h tend vers 0 par valeurs supé-

rieures.

2. On suppose, dans cette question, que λ est un réel strictement positif et que T suit la loi
exponentielle de paramètre λ> 0. On rappelle que T admet alors pour densité la fonction f
donnée par f (t ) =λe−λt pour t � 0 et f (t ) = 0 pour t < 0.

(a) Rappeler la valeur de l’espérance de T , notée E(T ), et justifier ce résultat par le calcul.

(b) Déterminer la fonction de survie du composant et donner l’allure de sa courbe repré-
sentative.

(c) Établir, pour tout réel t positif, l’égalité π(t ) = 1

E(T )
.

3. On suppose dans cette question que T est une variable aléatoire de densité f définie par

f (t ) =




t exp
(− t 2

2

)
si t � 0

0 si t < 0

(a) Vérifier que f est une densité de probabilité.

On rappelle que la loi normale d’espérance nulle et de variance 1 a pour densité la fonction
définie sur R par

t �→ 1�
2π

exp
(− t 2

2

)
.

(b) En déduire les égalités :
∫+∞

0
exp

(− t 2

2

)
dt =

√
π

2
=

∫+∞

0
t 2 exp

(− t 2

2

)
dt .

(c) Calculer l’espérance de la variable aléatoire T .

(d) Montrer que la variable aléatoire T 2 suit une loi exponentielle et préciser son para-
mètre. En déduire la variance de la variable aléatoire T.

(e) Déterminer la fonction de survie S du composant.

(f) Calculer, pour tout réel t positif, le taux de défaillance π(t ).

4. On suppose dans cette question qu’il existe une constante α strictement positive telle que

∀t ∈R+, π(t ) =α.

(a) Montrer que, pour tout réel t positif, S′(t ) =−αS(t ).

(b) Soit g la fonction de R+ dans R telle que, pour tout réel t positif, g (t ) = eαt S(t ).

Montrer que la fonction g est constante sur R+.

(c) En déduire que T suit une loi exponentielle et préciser son paramètre.
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B. Entretien préventif

On désire, dans cette partie, comparer le coût de deux méthodes d’entretien.
On suppose que la variable aléatoire T admet une espérance (nécessairement strictement posi-
tive) notée E(T ) et représentant donc la durée moyenne de fonctionnement d’un composant.
On considère que la panne d’un composant provoque un préjudice de coût C , et que son rempla-
cement a un coût K , où C et K sont deux constantes strictement positives.

Une première méthode consiste à attendre la panne pour procéder au remplacement. On estime
alors que le coût de l’entretien du composant par unité de temps est donné par :

c1 = K +C

E(T )
.

Une deuxième méthode d’entretien consiste à se fixer un réel θ strictement positif et à remplacer
le composant dès sa panne si elle survient au bout d’une durée de fonctionnement inférieure à θ,
sinon à le remplacer préventivement au bout d’une durée θ de fonctionnement. On estime alors
que le coût de l’entretien du composant par unité de temps est donné en fonction de θ par :

c2(θ) = K + (1−S(θ))C
∫θ

0
S(t )dt

.

1. À l’aide d’une intégration par parties, établir, pour tout réel θ > 0,

∫θ

0
S(t )dt = P (T > θ)×θ+P (T � θ)×

∫θ

0
t

f (t )

F (θ)
dt .

L’intégrale
∫θ

0
S(t )dt peut donc s’interpréter comme la durée moyenne de fonctionnement

du composant dans la deuxième méthode.

2. Dans le cas où T suit la loi exponentielle de paramètre λ, calculer c1 et, pour tout réel θ
strictement positif, exprimer c2(θ) en fonction de C , K et λ.

Indication : utiliser la question A.2.

Montrer qu’alors la deuxième méthode ne présente pas d’avantage.

Comment peut-on expliquer ce résultat?

3. On suppose que T suit la loi décrite dans la question A.3.

(a) Préciser la valeur de c1 et montrer que l’on a : lim
θ→+∞

c2(θ) = c1.

(b) On pose pour tout réel strictement positif θ,

ϕ(θ) =C
∫θ

0
exp

(− t 2

2

)
dt − 1

θ

(
K +C

(
1−exp

(−θ2

2

)))
.

Montrer que la fonctionϕ est dérivable surR∗
+ et que sa fonction dérivée est strictement

positive.

En déduire le tableau de variations de ϕ en y portant les limites aux bornes.

‒ 7 ‒ Tournez la page S.V.P.



(c) Étudier les variations de la fonction c2 et montrer qu’elle admet un minimum en θ0 qui
vérifie c2(θ0) < c1.

(d) Établir l’égalité c2(θ0) =Cθ0 puis l’inégalité θ0 <
√

2

π

(
1+ K

C

)
.

(e) On suppose, dans cette question, que K et C sont tous deux égaux à 1, et on donne :
c2(1,5) = 1,5429 et c2(1,45) = 1,5439.

En déduire un encadrement de θ0 d’amplitude 0,1.
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Annexe 1 
 

Énoncé de l’activité  
 
Lorsqu’il y a du vent, la température ressentie est différente de la température de l’air. Le tableau ci-dessous 
donne la température ressentie, pour différentes températures de l’air, en prenant en compte la vitesse du 
vent. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemple : si la température de l’air est –10 °C et qu’il y a un vent soufflant à 30 km/h, la température 
ressentie est –20 °C. 
Des lésions irréversibles peuvent apparaître aux extrémités (mains, pieds, nez et oreilles) si elles sont 
soumises plus de 30 minutes à des températures inférieures à –25 °C. 
 
On admet que la température ressentie par le conducteur d’un scooter à 50 km/h est la même que celle 
donnée dans le tableau ci-dessus, pour un vent soufflant à 50 km/h. 
 
À partir de quelle température de l’air des lésions irréversibles peuvent-elles apparaître sur les mains du 
conducteur d’un scooter roulant sans gants pendant plus de 30 minutes à 50 km/h ? 
 
 

 
 
 
  

                    Vitesse du vent 
                           (en km/h) 
Température  
de l’air (en °C) 

0 10 20 30 40 50 

– 10 – 10 – 15 – 18 – 20 – 21 – 23 
– 5 – 5 – 9,5 – 12 – 13 – 13 – 14 
0 0 – 3 – 5 – 6,5 – 7 – 7,5 
5 5 3 1 0 – 0,5 – 1 
10 10 9 7,5 7 6 5,5 
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Annexe 2 

Extraits des programmes des classes de seconde et de première professionnelles 

Classe de seconde professionnelle 
 
Statistique à une variable  

Objectifs
L’objectif de ce module est de favoriser la prise d’initiative et la conduite de raisonnements 
pour interpréter, analyser ou comparer des séries statistiques. Pour ce faire, on s’appuie sur des situations 
concrètes liées aux spécialités professionnelles ou issues de la vie courante. Des données réelles sont à 
privilégier. L'utilisation des outils numériques est nécessaire. Ce module est particulièrement propice aux 
changements de registres (textes, tableaux, graphiques) qui participent au renforcement de la maîtrise de la 
langue. 

Liens avec le cycle 4 
Au cycle 4, les élèves ont appris à recueillir, organiser, interpréter, représenter et traiter des données, à 
utiliser un tableur-grapheur pour présenter des données sous la forme d’un tableau ou d’un diagramme. Ils 
ont également appris à calculer des effectifs et des fréquences, à calculer et à interpréter des indicateurs de 
position et de dispersion d’une série statistique. Ils ont étudié moyenne, médiane et étendue. 
En seconde, ils consolident ces notions et découvrent d’autres représentations et indicateurs permettant de 
comparer des séries statistiques. Ils découvrent la notion d’intervalle comme ensemble de nombres 
vérifiant des inégalités. 

 
Capacités Connaissances 

Recueillir et organiser des données 
statistiques. 

Regroupement par classes d’une série 
statistique. 

Organiser des données statistiques en 
choisissant un mode de représentation 
adapté à l'aide des fonctions statistiques 
d'une calculatrice ou d'un tableur. 
Extraire des informations d’une 
représentation d’une série statistique. 

Représentation d’une série statistique par un 
diagramme en secteurs, en bâtons, en 
colonnes, à lignes brisées. 

Comparer et interpréter des séries statistiques 
à l’aide d’indicateurs de position et de 
dispersion calculés avec les fonctions 
statistiques d'une calculatrice ou d'un tableur. 

Indicateurs de position : mode, classe modale, 
moyenne, médiane, quartiles. 
Indicateurs de dispersion : étendue, écart type, 
écart interquartile Q3 – Q1. 

Construire le diagramme en boîte à 
moustaches associé à une série statistique 
avec ou sans TIC. 
Comparer et interpréter des diagrammes en 
boîte à moustaches. 

Diagrammes en boîte à moustaches. 

 
Exemple d’algorithme 
Déterminer la fréquence d’apparition d’une lettre dans un texte. 

Commentaires 
Les déciles et les centiles peuvent être présentés lorsque leur étude est pertinente pour la situation traitée. 
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Annexe 2 (suite) 

Classe de première professionnelle 
 

  Statistique à deux variables quantitatives (groupements A, B et C)  
 
Objectifs 

L’objectif de ce module est de déterminer, à l’aide d’outils numériques, une équation d’une droite 
d’ajustement d’un nuage de points associé à une série statistique à deux variables quantitatives et de 
l’utiliser pour interpoler ou extrapoler des valeurs inconnues. L’élève est amené à évaluer la pertinence d’un 
ajustement affine à l’aide du coefficient de détermination et à développer une réflexion critique sur le lien 
entre deux phénomènes articulés pour distinguer corrélation et causalité. 
Ce thème d’étude a de nombreuses applications en sciences expérimentales, en sciences sociales et dans le 
domaine professionnel. Il se prête particulièrement à l’étude de situations concrètes, notamment celles qui 
sont liées aux problématiques du changement climatique et du développement durable ; des données réelles 
seront dans ce cas privilégiées. 

 

Liens avec la classe de seconde professionnelle 
En classe de seconde, les élèves ont consolidé les notions d’effectif et de fréquence. Ils ont étudié différents 
paramètres de dispersion et ont découvert des représentations et indicateurs permettant de comparer des séries 
statistiques. En classe de première, ils consolident ces notions et étudient les ajustements affines qui 
permettent de réinvestir les notions de fonction affine et d’équation de droite étudiées en classe de seconde. 

 

Capacités et connaissances 
 

Capacités Connaissances 

Représenter graphiquement à l’aide 
d’outils numériques un nuage de points 
associé à une série statistique à deux 
variables quantitatives. 

Nuage de points associé à une série statistique 
à deux variables quantitatives. 

Réaliser un ajustement affine, à l’aide des 
outils numériques. 
Déterminer l’équation réduite d’une droite 
d’ajustement par la méthode des moindres 
carrés, à l’aide d’outils numériques. 
Interpoler ou extrapoler des valeurs 
inconnues. 

Ajustement affine par la méthode des moindres 
carrés. 

Déterminer le coefficient de détermination 
d’une série statistique à deux variables 
quantitatives à l’aide d’outils numériques. 
Évaluer la pertinence d’un ajustement 
affine. 

Coefficient de détermination R2. 

 

Exemples d’algorithmes ou d’activités numériques 
 Déterminer des indicateurs de position et de dispersion d’une série statistique en utilisant les listes. 
 Déterminer l’équation réduite d’une droite d’ajustement par la méthode des moindres carrés à l’aide 

d’outils numériques. 
 Déterminer le coefficient de détermination d’une série statistique à deux variables quantitatives à 

l’aide d’outils numériques. 
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Annexe 2 (fin) 

Commentaires 
 On indique aux élèves l’ajustement à réaliser (ajustement de x en y ou de y en x). 
 Ce module donne l’occasion de travailler sur la droite de régression et de faire percevoir le sens de 

l’expression « moindres carrés ». 
 Le coefficient de détermination, carré du coefficient de corrélation, est obtenu à l’aide d’outils 

numériques. 
 

 Aucune théorie n’est attendue sur ces coefficients ; un coefficient de détermination proche de 1 
signifie qu’il existe une forte corrélation entre les deux variables. On montrera, au moins sur un 
exemple, que cela ne signifie pas nécessairement qu’il y a une relation de causalité entre les deux 
variables. 

 

Dans le cadre de la bivalence 
Ce module est mis en œuvre dans les domaines Mécanique et Électricité du programme de physique-chimie. 
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Annexe 3 

 
Extrait du préambule des programmes des classes de seconde et de première 
professionnelles 

 
Tableau des compétences et capacités associées 

 

Compétences Capacités associées 
 

S’approprier - Rechercher, extraire et organiser l’information. 
- Traduire des informations, des codages. 

 
 
 

Analyser 
Raisonner 

- Émettre des conjectures, formuler des hypothèses. 
- Proposer une méthode de résolution. 
- Choisir un modèle ou des lois pertinentes. 
- Élaborer un algorithme. 
- Choisir, élaborer un protocole. 
- Évaluer des ordres de grandeur. 

 
 
 
 
 
 
 

Réaliser 

- Mettre en œuvre les étapes d’une démarche. 
- Utiliser un modèle. 
- Représenter (tableau, graphique...), changer de registre. 
- Calculer (calcul littéral, calcul algébrique, calcul numérique exact 

ou approché, instrumenté ou à la main). 
- Mettre en œuvre un algorithme. 
- Expérimenter – en particulier à l’aide d’outils numériques (logiciels 

ou dispositifs d’acquisition de données…). 
- Faire une simulation. 
- Effectuer des procédures courantes (représentations, collectes de 

données, utilisation du matériel…). 
- Mettre en œuvre un protocole expérimental en respectant les 

règles de sécurité à partir d’un schéma ou d’un descriptif. 
- Organiser son poste de travail. 

 
 
 
 

Valider 

- Exploiter et interpréter les résultats obtenus ou les observations 
effectuées afin de répondre à une problématique. 

- Valider ou invalider un modèle, une hypothèse en argumentant. 
- Contrôler la vraisemblance d’une conjecture. 
- Critiquer un résultat (signe, ordre de grandeur, identification des 

sources d’erreur), argumenter. 
- Conduire un raisonnement logique et suivre des règles établies 

pour parvenir à une conclusion (démontrer, prouver). 

 
 

Communiquer 

À l’écrit comme à l’oral : 
- rendre compte d’un résultat en utilisant un vocabulaire adapté et 

choisir des modes de représentation appropriés ; 
- expliquer une démarche. 
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