
Il appartient au candidat de vérifier qu’il a reçu un sujet complet et correspondant à l’épreuve à laquelle il 
se présente.  

Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous devez le signaler très lisiblement sur 
votre copie, en proposer la correction et poursuivre l’épreuve en conséquence.  De même, si cela vous conduit à 
formuler une ou plusieurs hypothèses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement. 

 
NB : Conformément au principe d’anonymat, votre copie ne doit comporter aucun signe distinctif, tel que 
nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d’un 
projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de l’identifier. 
Le fait de rendre une copie blanche est éliminatoire. 
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� AI �I���� ?  ����� ��� ����	I���
� ��� ��� �
� ��I��� ������ �I
� ��� �I����� ?? �� ???+

� AI �I���� ?? I ���� J�� ���
K��I� �& �IJ��� �I ���	��� ����I
�� 
�� �&�
 ���� 
�I��$�� ��

�IK�����I���
 ��� ���

� �I������� �� �I ��
K���
 ��
�� 6 ���� ���� (n, z) ∈ N∗ × C �
 I

sin(z) = z

n∏
k=1

(
1− z2

(πk)2

)
× 1

2W2n

∫ 1

−1

e−izx cos2n
(π
2
x
)
dx, '-(

�" (Wn)n⩾1 � ���
� �
� ����� �&�
� ��I��� �I���K�������+ B
  �����  �I��	�
� �� �I��I�� �

�I ��	��� n → +∞+

� AI �I���� ??? ��

� �
� I����KI���
 �� �I ���	��� '-( I� KI�IK���� �I���

�� ��� 
�	J���

1

π2ℓ

+∞∑
k=1

1

k2ℓ
���� ���� ℓ ∈ N∗

+

� AI �I���� ?H I ���� �J��� �& ������ ���� J�����	�
� ���� �I	����� �&���IK�� ��K������� 
��

����
� ������ �I
� ��� �I����� ����I
���+

� AI �I����� H) H? �� H?? �&I������
� � � 	�
���� ���� �� ���	�� 
�� 	�
���
� 
�� �I

��I
����	I���
 �� =������ � I���� �
� J���K���
 �
��� K���I�
� ���IK��  ���� � �I
� �I �I����

?H+ A� ���	��� K�
K��
� ��� ��
K���
� �� K�I��� C∞
��� R � ������� K�	�IK� '�I���� H(

�� �� ��K�
�) ���� � 
 �I�) K�
K��
� ��� ������J����
� ��� R � ������� K�	�IK� '�I����� H?

�� H??(+ :� ���
��� �� ���	� �����
�� I ���������� ����
��� �&�
� ��I�� �� 	�	J�� �����

�� �I ���	��� '-( ��� ������� � ��� [−1, 1]+

AI ���	��� '-( ���� �� $� K�
��K���� �I
� ���� �� ����� � �I���� �� �I 
������
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!��� ������ � �� J����
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������
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!��&������ ��(&'�	&��� �� �&

�	�

#&

�	 �� 
���(�
� ��� ����� ���	��� F��� F : U → C �
� ��
K���
 ����	����� ��� �


������ K�

��� U �� C+ F��� z0 �I
� U ��� 
�� F (z0) = 0+ F� F 
&��� �I� ���
��
��	�
� 
����

��� U I���� �� ������ ε > 0 � ��$I
� 6

∀z ∈ U\{z0}, |z − z0| < ε ⇒ F (z) ̸= 0.

9����	�
� ���) ��� � ��� �&�
� ��
K���
 ����	����� 
�
 ���
��
��	�
� 
���� ��
� ���� �+

#&

�	 ��� 	���	�
��
��� �� 	& (��������(� ������
� ��� ���� (�

&(�� F��� (Fn)n∈N
�
� ����� �� ��
K���
� ����	������ ��� �
 ������ U �� C+ F� �I ����� (Fn)n∈N K�
����� �
����*

	 	�
� ��� ���� K�	�IK� �� U ���� �
� ��
K���
 F : U → C I���� F ��� ����	����� ��� U ��

�I ����� ��� � ��� �� (F ′
n) K�
����� �
����	 	�
� ��� ���� K�	�IK� ���� F ′

+

� C��� ���� �
���� 
I����� n) �
 
��� Wn =

∫ 1

0

cosn
(πx

2

)
dx+

� C��� ���� n �I
� N �� x �I
� R) �
 � $
�� �� 
�	J�� ρn(x) K�		� ����

x ∈ [−1, 1] ⇒ ρn(x) =
1

2W2n

cos2n
(π
2
x
)
,

x ̸∈ [−1, 1] ⇒ ρn(x) = 0.

<
 �I���K�����) �
 I ρ0(x) =
1
2
1[−1,1](x) �� �I ���	���

∫

R
ρn(x) dx = 1+

� C��� ���� z �I
� C) �
 
���

Pn(z) = z
n∏

k=1

Å
1− z2

(πk)2

ã
�� “ρn(z) =

∫

R
e−izxρn(x) dx.

� A�� �I����� ?H) H) H? �� H?? ��
� �
�����
�� ��������� �I	����� �� C*���IK�� ��K������� ��

��
K���
� � �I����� K�	������ '�
 
� ��	I
�� �I� �� � ��$�� 
�&�� �&I��� J��
 �&���IK��

��K�������( 6

• B
 
���) ���� �
 �
���� 
I����� n)

Dn(R) = {f ∈ Cn(R), ∀x ̸∈ [−1, 1] f(x) = 0}, ��,

D∞(R) = {f ∈ C∞(R), ∀x ̸∈ [−1, 1] f(x) = 0}.

• B
 
��� H(C) �&���IK� ��K������ ��� ��
K���
� ����	������ ��� C+

• C��� �
 �
���� ���I��� N ) �
 K�
������ ��� ����*���IK�� ��K������� ����I
�� 6

* HN(C) = {F ∈ H(C), ∃C > 0 ∀z ∈ C |F (z)| ⩽ C(1 + |z|)−Ne| Im(z)|},
* HN(R) � ���
� �� ����*���IK� ��K������ ��� ������K���
� � R ��� ��
K���
� ��

HN(C) 6

HN(R) = {F|R, F ∈ HN(C)} I��K

ß
F|R : R → C

ξ → F (ξ).

• B
 
���

H∞(R) =
⋂
N∈Z

HN(R) �� H−∞(R) =
⋃
N∈Z

HN(R).
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K���
 f : t → − ln(cos(t)) ���

[
0, π

2

[
+

-+J( ; 	�
���� 
�&�� ������ �
� K�
��I
�� M > 0 ����� 
��) ���� ���� t ∈
[
0, π

2

[
) �
 I f(t) ⩾ Mt2+

����	����� � B
 �����I

* �� J��
 I����
��� �
� ���	��� �� GI���� � f �
��� 0 �� t 7

* �� J��
 �����$�� �&IJ��� �&�
 �I��� inf
1<t<π

2

f(t)
t2

⩾ − 4
π2 ln(cos(1)) ����  ������ �
 �����
��*

	�
� K�
��
� �� �I ��
K���
 t ∈
]
0, 1

]
→ f(t)

t2
� [0, 1]+

.+ C��� ���� � �� y > 0) � 	�
���� 
�� �&�
 I lim
n→+∞

cosn
Ä

y√
n

ä
= e−y2/2

+

/+ C��� ���� � �� α ⩾ 0) �����$�� 
�� �&�
� ��I�� I(α) =

∫ +∞

0

xαe−(πx)2/8 dx ��� J��
 � $
�� ��

��� �
 
�	J�� ����K��	�
� �������+

0+ ; 	�
���� 
�� �I ����� �� ���	� � 
 �I�

∫ √
n

0

xα cosn
Å

πx

2
√
n

ã
dx ��� K�
�����
��+

����	����� � �
 �����I �
�������� �I 
��I���
 gn(x) = xα cosn
(

πx
2
√
n

)
1[0,

√
n](x)+

1+ H ��$�� �&�
 �I��� Wn > 0 ���� ���� n ∈ N �� � 	�
���� ��� ����  
���I��
��

∫ 1

0

xα cosn
(πx

2

)
dx ∼

n→+∞

I(α)

n(1+α)/2
��

1

Wn

∫ 1

0

xα cosn
(πx

2

)
dx ∼

n→+∞

I(α)

I(0)nα/2
.

�" �&�
 �I������ 
�� Wn ��� � $
� �I� �I ���	��� �
� ��I�� Wn =

∫ 1

0

cosn
(πx

2

)
dx+

"&���� ��

B
 ������� ��� 
��I���
� �
��������� �
 �� I	J���+ FI�� 	�
���
 K�
��I���) �
 ������� n ⩾ 1+

2+ :I�K���� ρ′n(x) �� ρ′′n(x) ���� x �I
� ] − 1, 1[+ C��� � 	�
���� 
�&�� ������ �
 
�	J�� βn ���


��

∀x ∈ ]−1, 1[ ρn(x) +
1

(πn)2
ρ′′n(x) = βnρn−1(x).

3+I( @����$�� 
�� �&�
� ��I�� “ρn(z) =

∫

R
e−izxρn(x) dx ��� J��
 � $
�� ���� ���� z ∈ C ��

� 	�
���� �&�
 �I��� sup
ξ∈R

|“ρn(ξ)| ⩽ 1+

3+J( ; 	�
���� �& �I��� 

Ä
1− z2

(πn)2

ä
“ρn(z) = βn‘ρn−1(z) ���� ���� z ∈ C+

3+K( <
 � ����� �I �I���� �� βn ���� ���� n ∈ N∗
+

B
 
��� � ���	I�� Pn(z) = z
n∏

k=1

Ä
1− z2

(πk)2

ä
���� ���� z ∈ C+

4+ >��K� I�� 
������
� �� K ��
���) � 	�
���� 
�� �&�
 I �I �IK�����I���
 ����I
�� 6

sin(z) = Pn(z)“ρn(z).

� 0 �
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5+I( C��� ���� z ∈ C �� x ∈ [−1, 1]) � 	�
���� �&�
 �I��� |eizx − 1| ⩽ |x|(e|z| − 1) � �&I��� ��

� �������	�
� �
 � ��� �
����� �� �I ��
K���
 ����
�
������+

5+J( <
 � ����� �&�
 �I��� |ρ̂n(z)− 1| ⩽ 2(e|z| − 1)

∫ 1

0

xρn(x) dx+

5+K( C��� ���� � �� ������� K) � 	�
���� 
�� �I ����� �� ��
K���
� (“ρn)n⩾1 K�
����� �
����	 	�
�

��� �� ���
�� ���	 {z ∈ C, |z| ⩽ K} ���� �I ��
K���
 K�
��I
�� 1+

5+�( C��� ���� � �� ������� K) � 	�
���� 
�� �I ����� �� ��
K���
� (Pn)n⩾1 K�
����� �
����	 	�
�

��� �� ���
�� ���	 {z ∈ C, |z| ⩽ K} �� � ���	�
�� �I ��	���+

-,+ AI ����� �� ��
K���
� (Pn)n⩾1 K�
�����*�*���� �
����	 	�
� ��� R 8

B
 $�� � ���	I�� �
� �I���� A �� C 
�
 J��
 �+

--+I( F� �I ����� (“ρn)n⩾1 ��� �
����	 	�
� J��
 � ��� A) K&���*�*���� sup
n⩾1

sup
z∈A

|“ρn(z)| < +∞)

� 	�
���� 
�� �&�
 I ���K 	�
� lim
|z|→+∞

z∈A

|“ρn(z)| = 0 ���� ���� n ⩾ 2+

--+J( :�
K���� 
�� (“ρn)n⩾1 
� K�
����� �I� �
����	 	�
� ��� A+

"&���� ���

B
 �����I �������� ���  
���I��
�� �J��
�� � �I 
������
 1) I�
�� 
�� �� � ����I� �� �I 
������


4 6 ���� ���� n �I
� N∗
�� ξ �I
� R) �
 I

sin(ξ) = Pn(ξ)“ρn(ξ) I��K Pn(ξ) = ξ
n∏

k=1

Å
1− ξ2

(πk)2

ã
.

-.+ ; 	�
���� 
�� “ρn 
� �&I

��� �I� ��� ]− π, π[+

-/+I( G������ 
�I��� � ��� an) bn) cn �� dn ���� 
�� �&�
 I �� � �������	�
� ��	�� � �&����� 3 6

Pn(ξ) = an + bnξ + cnξ
2 + dnξ

3 + ξ3εn(ξ) I��K lim
ξ→0

εn(ξ) = 0.

-/+J( @����$�� 
�� “ρn ��� �
� ��
K���
 �� K�I��� C∞
��� R �� 
�� ��
 � �������	�
� ��	�� �


ξ = 0 � �&����� 3 ���

“ρn(ξ) = 1− ξ2
∫ 1

0

x2ρn(x) dx+ ξ3σn(ξ) I��K lim
ξ→0

σn(ξ) = 0.

����	����� � �
 �����I � �������� �
 � ��� �
����� e−ixξ
�
 ξ = 0 �I
� �I � $
����
 �� “ρn(ξ)+

-/+K( ; ����� �� K� 
�� �� K��� �I �I���� �� �I ��	��� lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k2
+

-0+ <
 
��I
� “ρn′ �I � ��� � �� “ρn) � 	�
���� �I ���	��� ����I
�� 6

∀ξ ∈ ]−π, π[ \{0}, ∀n ∈ N∗,
cos(ξ)

sin(ξ)
=
“ρn′(ξ)
“ρn(ξ) +

1

ξ
− 2ξ

+∞∑
ℓ=0

ξ2ℓ

π2(ℓ+1)

(
n∑

k=1

1

k2(ℓ+1)

)
.

� 1 �
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-1+ ; 	�
���� �I ���	��� ����I
�� 6

∀ξ ∈ ]−π, π[ \{0} ξ cos(ξ)

sin(ξ)
= 1− 2

+∞∑
ℓ=1

ξ2ℓ

π2ℓ

( +∞∑
k=1

1

k2ℓ

)
.

����	����� � �
 �����I 
��I		�
� I
I����� “ρn(ξ) ���K� � �I 
������
 5+K(+ D�I
� I� ���	�

� ��� “ρn′(ξ)) I� 	��
� ���� ���I� ���� ��
� �����J��� 6

* �� J��
  K���� �
� ���	��� �
� ��I�� ��� [−1, 1] �� “ρn′(ξ) �� �������� �I 
������
 1 7

* �� J��
  �I��	�
� �I��� I���� � �I 
������
 5+K(+

-2+ <����
��� �I
� ��� ��I
��� ���
�� K�		�
� � 	�
���� 
�� �� 
�	J��

1

π2ℓ

+∞∑
k=1

1

k2ℓ
��� �I���

��

���� ���� ℓ �I
� N∗
+

"&���� �%

A�� ���IK�� ��K�������  ���� � �I
� K���� �I���� ��
� � $
�� �
 �� I	J���+

-3+ F��� n �
 �
���� 
I�����+ ; 	�
���� 
�� �I ��
K���
 ����I
�� f → ∥f∥Dn(R) ��� �
� 
��	�

��� �&���IK� ��K������ Dn(R) 6

∥f∥Dn(R) =
n∑

k=0

sup
x∈R

|f (k)(x)|.

;I
� �I �����) �&���IK� ��K������ Dn(R) ��� ���� 	I��
��	�
� 	�
� �� �I 
��	� ∥ ∥Dn(R) +

-4+ C��� ���� n ∈ N∗
) � 	�
���� 
�� �&I����KI���
 ��
 I��� f → f (n)

��� K�
��
�� �� Dn(R) �I
�
D0(R)+

-5+ @����$�� 
�� �&I����KI���
 F → F|R ��� J���K���� �� HN(C) ��� HN(R)) ���� ���� N ∈ N+

.,+I( C��� ���� n ∈ N∗
) �
 K�
������ �I ��
K���
 Fn � $
�� K�		� ���� 6

∀z ∈ C\πZ Fn(z) =
sin(z)

z
n∏

k=1

(
1− z2

(πk)2

) .

@����$�� 
�� �I ��
K���
 Fn ��� ����	����� ��� C\πZ+
.,+J( ; 	�
���� 
�� Fn I�	�� �
 �
�
�� �����
��	�
� ����	����� ��� C 
�� �&�
 
��� �
K���

Fn : C → C+

.,+K( C��� ���� N �I
� Z) � 	�
���� 
�� Fn I��I����
� � HN(C) �� �� �����	�
� �� �
 I

N ⩽ 1 + 2n+
����	����� �

* ���� �&�	���KI���
 Fn ∈ HN(C) ⇒ N ⩽ 1 + 2n) �
 �����I �� �������
��� � R 7

* ���� �&�	���KI���
 N ⩽ 1+2n ⇒ Fn ∈ HN(C)) �
 �����I �����
���� ����
 
�� �I K�
�����


|z| ⩽ (n+ 1)π ��� �I����I��� �� 
�
+

� 2 �
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;� �I��
 �I��I���	�
� ��	��I���) �
 �����I�� � ��$�� 
�� �I ��
K���

���� ����I
�� ��� �
� 
��	�

��� �&���IK� ��K������ HN(R) 6

∥F∥HN (R) = sup
z∈C

|F (z)|(1 + |z|)Ne−| Im(z)|,

�" �&�
 ���
��$� ����� ��
K���
 F �I
� HN(R) � ��
 �
�
�� �����
��	�
� ����	����� F �I
�

HN(C) ��I �I 
������
 -5+

.-+ C��� ���� N ∈ Z) � 	�
���� 
�� �&I����KI���
 ��
 I��� F → F ′
��� K�
��
�� �� �&���IK�

HN(R) �I
� ���*	!	� '���� �I 
��	� K�*������(+

����	����� � �
 �����I � 	�
���� �� ��������� �I ���	���

F ′(z) =
1

π

∫ π

−π

e−iθF
(
z +

1

2
eiθ

)
dθ

���� ���� z ∈ C) ���� �
 �����I ��I���� �� KI� N < 0 �� �
$
 �� KI� N ⩾ 0+

"&���� %

AI K�
��
���
 ���� �I ��I
����	I���
 �� =������ ��� �I ����I
�� 6 ���� ����� ��
K���
 f : R → C
I��I���
I
� � �&���IK� �� A�J����� L1(R) '�+�+ f ��� 	����IJ�� ��

∫

R
|f(x)| dx < +∞() �
 
���

∀ξ ∈ R f̂(ξ) =

∫

R
e−ixξf(x) dx.

B
 �����I �� J����
 �������� �I
� ������ �� � ����I� ����I
� 6 �� �
� ��
K���
 K�
��
�� f I��I����
�

� L1(R) �� � ��$� f̂ ∈ L1(R) I���� �
 I �I ���	��� �&�
������


∀x ∈ R f(x) =
1

2π

∫

R
eixξf̂(ξ) dξ.

A�� ���IK�� Dn(R) ��
� �
K��� �I
� L1(R)+ A� J�� �� K���� �I���� ��� �� � 	�
���� 
�� �I

��I
����	I���
 �� =������ � I���� �
� J���K���
 �� D∞(R) ��� H∞(R)+
A�� ���IK�� Dn(R) �� HN(R) ����
� 	�
�� ��� 
��	�� � $
��� �I
� �I �I���� ?H+

..+ ; 	�
���� 
�� ��� I����KI���
� ��
 I���� ����I
��� ��
� J��
 � $
��� �� ��
� K�
��
��� 6

D0(R) → H0(R)
f → f̂

D1(R) → H0(R)
f → f̂ ′

����	����� � �
 �����I �I��� I���� � �I 
������
 -4+ B
 
� ��	I
�� �I� �� � 	�
���� �I ��
 I��� 

�� K�� I����KI���
�+

!��&���� � B
 
��� I���� f̂ : C → C '�����K����	�
� f̂ ′ : C → C( �&�
�
�� �����
��	�
�

����	����� �� �I ��I
����	 � �� =������ �� f '�����K����	�
� �� f ′
( ��
� �&������
K� ��� �����$ 

� �I 
������
 -5+

./+I( C��� ���� f ∈ D1(R) �� ���� ���� z ∈ C) � 	�
���� �I ���	��� izf̂(z) = f̂ ′ (z)+

./+J( C��� ���� n ∈ N∗
) �������� K� 
�� �� K��� ���� � 	�
���� �I K�
��
��� �� �&I����KI���


Dn(R) → Hn(R)
f → f̂ .

� 3 �



‒ 8 ‒

F����	�
� ���� ��� ����� 
������
� ����I
���) �
 � $
�� �I ��
K���
 ψ : R → R �I� 6

|x| ⩽ 1 ⇒ ψ(x) = 1−
+∞∑
k=1

1

2k
cos(4kπx),

|x| > 1 ⇒ ψ(x) = 0.

.0+I( ; 	�
���� 
�� ψ ∈ D0(R)+

.0+J( :I�K���� ψ̂(4ℓπ) ���� ���� ℓ ∈ N∗
+

.0+K( <
 � ����� 
�� ψ̂ ̸∈ H1(R)+

;I
� ��� 
�I��� 
������
� ����I
���) �
 $�� �
 �
���� N ⩾ 2 �� �
� ��
K���
 F �I
� HN(R)
'�
 
��� �
K��� F : C → C ��
 �
�
�� �����
��	�
� ����	����� I��I���
I
� � HN(C)) ����
�I 
������
 -5(+

.1+I( C��� ���� x ∈ R �� η ∈ R) �����$�� 
�� �&�
� ��I��

∫

R
|eixξF (ξ + iη)| dξ ��� J��
 � $
��+

C��� � 	�
���� 
�&�� ������ �
 
�	J�� M > 0 '�
� ��
�I
� �� N �� F ( ��� 
��

∀x ∈ R η ∈ R
∫

R
|eixξF (ξ + iη)| dξ ⩽ Me|η|∥F∥HN (R).

.1+J( C��� ���� x ∈ R �� η ∈ R) � 	�
���� �&���
��� 

∫

R
eixξF (ξ) dξ = e−xη

∫

R
eixξF (ξ + iη) dξ.

����	����� �

* �� J��
 � ����� �I� �I����� � η �� �������� �I 
������
 .- 7

* �� J��
 �
� ���� �I ��
K���
 ����	����� z ∈ C → eixzF (z) ��� �� K�
���� ���	 �I� ��

��K�I
��� �� ��		��� �&I%��� −K,K,K + iη,−K + iη+

.1+K( <
 � ����� 
��) ���� ���� � �� x ��� 
�� x ̸∈ [−1, 1]) �
 I

∫

R
eixξF (ξ) dξ = 0+

.1+�( C��� ���� x ∈ R) �
 ���� f(x) =
1

2π

∫

R
eixξF (ξ) dξ+ ; 	�
���� 
�� f I��I����
� �

DN−2(R) �� 
�� �&�
 I f̂ = F +

.2+ :�
K���� 
�� �I ��I
����	I���
 �� =������ f → f̂ � I���� �
� J���K���
 �� D∞(R) ��� H∞(R)+

.3+I( B
 ��K�
������ �I ��
K���
 ρn '� $
�� �
 �� I	J���(+ C��� ���� n ∈ N∗
) � 	�
���� 
��

ρn ��� �� K�I��� C2n−1
��� R+

.3+J( ; 	�
���� 
�� ρn 
&��� �I� �� K�I��� C2n
��� R+

.3+K( � �&I��� ��� 
������
� 4 �� .,+K() �����
��� ����
��� �� ������ �
� �
$
�� �&�
����� 
I������

N ���� ���
���� �� ������ �
� ��
K���
 F �� HN(R) ����� 
�� �&�
 
� ���� �I� I	 ������ �I

K�
K�����
 � f ∈ DN−2(R) � �� �I 
������
 .1+�( �I� �I K�
K�����
 ���� ����� � f ∈ DN−1(R) �+

� 4 �
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!��&����� ��	&����� � 	& ������� ��� ������'������

��	��'�� S(R)� B
 
��� S(R) �&���IK� �� FK��I���) K&���*�*���� �&���IK� ��K������ ��� ��
K���
�

φ : R → C �� K�I��� C∞
� ��$I
�

∀(k, ℓ) ∈ N2 sup
x∈R

|xkφ(ℓ)(x)| < +∞.

B
 �I������ 
�� S(R) ��� ��IJ�� �I� ������� �� ��I
����	I���
 �� =������ 6

∀φ ∈ S(R) ∀ψ ∈ S(R) φψ ∈ S(R) �� φ̂ ∈ S(R).

A� ������� �� K�
�������
 φ ∗ ψ ��� � $
� �I�

∀x ∈ R (φ ∗ ψ)(x) =
∫

R
φ(x− y)ψ(y) dy.

B
 � ��$� 
�� φ ∗ ψ ∈ S(R) �� 
�� �&�
 I ��� ���	���� ����I
���

(φ ∗ ψ)′ = φ′ ∗ ψ = φ ∗ ψ′, ’φ ∗ ψ = φ̂ψ̂ ��

1

2π
φ̂ ∗ ψ̂ = ‘φψ .

���
&(� S ′(R)� B
 
��� S ′(R) �&���IK� ��K������ ��� ������J����
� ��	� � �� ��� R) K&���*�*����

�&�
��	J�� ��� ���	�� ��
 I���� T : S(R) → C ���� ���
������ �� ������ �
 �
���� 
I����� N ��

�
� K�
��I
�� C > 0 ���� 
��

∀φ ∈ S(R) |T (φ)| ⩽ C
∑

(k,ℓ)∈N2

max(k,ℓ)⩽N

sup
x∈R

|xkφ(ℓ)(x)|.

EI�����
�  �I��	�
� 
�&�� ��� ��I�����

�� �& K���� T (φ) = ⟨T, φ⟩+ AI ��I
����	 � �� =������

�� T ��� �I ������J����
 ��	� � �) 
�� � T̂ ) � $
�� �I�

∀φ ∈ S(R) ⟨T̂ , φ⟩ = ⟨T, φ̂⟩.

B
 �I������  �I��	�
� 
�� �&I����KI���
 T → T̂ ��� �
� J���K���
 �� S ′(R)+
�$�

���� A� ������� �&�
� ��
K���
 f : R → C ��� �� ���	 ) 
�� Supp(f)) � $
� �I� �&I�� *

��
K� ����I
��

Supp(f) = {x ∈ R, f(x) ̸= 0}.
C��� ���� T ∈ S ′(R) �� ����� �I���� ���	 � A ⊂ R) �
 ��� 
�� T ��� � ������� �I
� �I �I���� A)

K� 
�� �&�
 
��� Supp(T ) ⊂ A) �� �I K�
�����
 ����I
�� ��� � ��$ � ���� ����  � 	�
� φ ∈ S(R) 6

Supp(φ) ⊂ Ac ⇒ ⟨T, φ⟩ = 0.

�!��&���� Tf � C��� ����� ��
K���
 f : R → C) �� �I ���	� ��
 I��� φ →
∫

R
f(x)φ(x) d(x) ���

J��
 � $
�� ��� S(R) ) ���� ��� 
�� � Tf + ;I
� �� KI� �" Tf ∈ S ′(R)) �
 �����I  K����

⟨Tf , φ⟩ =
∫

R
f(x)φ(x) d(x).

CI� ���	���) �� f I��I����
� � L1(R) �� L∞(R)) I���� Tf ��� �I
� S ′(R)+ ;I
� �� KI� �I���K�����

�" f ∈ L1(R)) I���� f̂ ∈ L∞(R) �� �
 I 6

T̂f = Tf̂ .

� 5 �
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"&���� %�

A�� ���� ���	����� 
������
� �� K���� �I���� �����
� ��� �
 ���	��� ���	���I
� �&I��� ��
���

�� ���
 �
��� ������� �� I��I���
I
K� � �&���IK� H−∞(R)+ C��� ���� a ∈ R �� ���� φ ∈ S(R))
�
 
��� δa(φ) = φ(a) �I 	I��� �� ;��IK �� φ �
 a+

.4+I( ; 	�
���� 
�� δa ��� �
� ������J����
 ��	� � � �� ��

�� �
 ���	��� �� �I���� K�	�IK��

A ⊂ R � ��$I
� Supp(δa) ⊂ A+

.4+J( C��� ���� a ∈ R) � ���	�
�� �
� ��
K���
 f : R → C ����� 
��

“δa = Tf �� � ���	�
�� �
�

K�
�����
 
 K���I��� �� ��%�I
�� ��� a ∈ R I����I
� 
�� f ∈ H−∞(R)+

B
 �I � 
 �I����� K���� ����I���
+ B
 $�� F �I
� H−∞(R) �� �&�
 K���K�� � � 	�
���� �&������
K�

�&�
� �
�
�� ������J����
 ��	� � � T �� S ′(R) � ������� �I
� [−1, 1] ����� 
�� T̂ = TF + B


I�	�� 
�� �I ��I
����	I���
 �� =������ �
���� �
� J���K���
 �� �&���IK� S ′(R) �I
� ���*	!	�+

:��I �����$� 
�&�� ������ �
� �
�
�� ������J����
 ��	� � � T ����� 
��

T̂ = TF

9�
��) �� ���� ���
� 	I

�I
� ��� �� � 	�
���� 
�� �� ������� �� T ��� �
K��� �I
� [−1, 1]+ :��I

�I�� �&�J��� ��� 
������
� ����I
���+

.5+ @����$�� 
�� �I ���	� ��
 I��� TF : φ →
∫

R
F (x)φ(x) dx ��� J��
 � $
�� ��� S(R) �� ��� �
�

������J����
 ��	� � �+

;I
� �� ����� �� �I �I����) �
 I�	�� �&������
K� �&�
� ��
K���
 u �� D∞(R)) ��������) �I��� ��

�&�
� ��I�� 1+ B
 � $
�� I���� �I ����� �� ��
K���
� (un)n∈N∗
K�		� ����

∀n ∈ N∗ ∀x ∈ R un(x) = nu(nx).

B
 ��	I�
�� 
�� un ��� ��������) �I���) �� K�I��� C∞
) �&�
� ��I�� 1 �� � ������� �I
�

[−1
n
, 1
n

]
+

/,+I( ; 	�
���� 
�� �&I����KI���
 ��
 I��� Un) � $
�� K�		� ����) ��� �
� ������J����
 ��	� *

� � 6

Un : S(R) → C
φ → ⟨T, φ ∗ un⟩

����	����� � ���� ���� k ∈ N∗
) �
 �����I � 	�
���� 
�&�� ������ �
 
�	J�� C > 0 '� ��
�I
�

�� k( ��� 
��) ���� ���� (x, y) ∈ R2
) �
 I |x|k ⩽ C(|x − y|k + |y|k)+ C��� K��I) �
 �����I)

�I���

�� �I� K�
����� �� � ��$�� ����K��	�
� 
�� �&�
 I |x| ⩽ 2(|x− y|k + |y|k) 1
k
+

/,+J( <
 �������I
� �&���
��� T̂ = TF ) � 	�
���� 
�� Ûn ��� �� �I ���	� TΨn �" �I ��
K���


Ψn : R → C ��� ��

 � �I�

∀n ∈ N∗ ∀ξ ∈ R Ψn(ξ) = F (ξ)û
( ξ

n

)
.

/,+K( � �&I��� �� �I 
������
 .2) � 	�
���� 
�&�� ������ �
� ��
K���
 gn �I
� D∞(R) ����� 
��

���� ���� � �� ξ �
 I Ψn(ξ) = “gn
((

1 + 1
n

)
ξ
)
+

� -, �
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/,+�( <
 � ����� 
�&�� ������ �
� ��
K���
 fn ∈ C∞(R) � ������� �I
�

[
− (1 + 1

n
), 1 + 1

n

]
�����


�� ��� ���� ������J����
� Un �� Tfn ����
�  �I���+

/-+I( =���
� φ ∈ S(R) �� (k, ℓ) ∈ N2
+ ; 	�
���� 
�� �&�
 I

sup
x∈R

sup
t∈[x−1,x+1]

|x|k|φ(ℓ+1)(t)| < +∞.

/-+J( ; 	�
���� I���� 
��) ���� ���� �
����� 
I������ k �� ℓ) �
 I

lim
n→+∞

sup
x∈R

|xk(φ ∗ un)
(ℓ)(x)− xkφ(ℓ)(x)| = 0.

����	����� � �
 �����I �������� �&���
��� 

∫

R
un(y) dy = 1 �� �
 � ����� �I �I���� �� �I ��	���

lim
n→+∞

∫ 1
n

− 1
n

|y|un(y) dy+

/.+ :�
K���� 
�� �� ������� �� T ��� �
K��� �I
� [−1, 1]+

B
 ��

� �
� 	������ I����KI���
 ���JIJ������+ B
 
��� X �
� �I��IJ�� I� I����� � ���� ��
�

�
 
��� µ �I ��� '
�� ��� �
� 	����� �� ���JIJ���� ��� R( �� Φ : ξ ∈ R → E[eiξX ] ∈ C �I

��
K���
 KI�IK� �����
��+

//+I( ; 	�
���� 
�� �&I����KI���
 ��
 I��� M : S(R) → C � $
�� �I� ⟨M,φ⟩ =
∫

R
φ(x) dµ(x)

��� �
� ������J����
 ��	� � �+

//+J( ; 	�
���� 
�� M̂ ��� �� �I ���	� Tf ���� �
� ��
K���
 f : R → C � � ���	�
��+

//+K( <
 ������I
� Φ �I
� H−∞(R)) � 	�
���� �& �I��� P(X ∈ [−1, 1]) = 1+
����	����� � �
 �����I I�	����� �I ������ � ����I
�� 6 ���� ���� 
�	J�� �I���

�� a > 1) ��
������ �
� ��
K���
 φa ∈ S(R) 
�� � ��$�

� ���� ���� x ∈ ]−∞, a] �
 I φa(x) = 0 7

� ���� ���� x ∈ ]a,+∞[ �
 I φa(x) > 0)

���� � 	�
���� �� ��������� ���  �I��� �

∫

R
φa(x) dµ(x) = 0+

� -- �
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"&���� %��

;I
� ��� 
������
� 
�� �����
�) �
 �����I I�	����� �� �������� 
�&�� ������ �
� ��
K���
 χ �I
�

C∞(R) 
�� � ��$� ��� ���� K�
�����
� ����I
��� 6

�( ���� ���� � �� x ∈ ]−∞, 1]) �
 I χ(x) = 1)

��( ���� ���� � �� x ∈ [2,+∞[) �
 I χ(x) = 0+

/0+I( � �&I��� �� �I ��
K���
 χ) � 	�
���� 
��) ���� ���� δ ∈ ]0, 1]) �� ������ �
� ��
K���
 I%
�

sδ : R → R ����� 
�� �I ��
K���
 χδ : x ∈ R → χ(sδ(|x|)) ���� �� K�I��� C∞
�� � ��$� ��� �����

K�
�����
� ����I
��� 6

�( ���� ���� � �� x ∈ [−1− δ, 1 + δ] �
 I χδ(x) = 1)

��( ���� ���� � �� x ̸∈ ]−1− 2δ, 1 + 2δ[ �
 I χδ(x) = 0)

���( ���� ���� m ∈ N �� ���� x ∈ R �
 I |(χδ)
(m)(x)| ⩽ δ−m × sup

x∈R
|χ(m)(x)|+

����	����� � �
 �����I K�		�
K�� �I�  ������ �� KI� x ⩾ 0 �� K���K��� sδ ��� 
�� sδ(1 + δ) = 1
�� sδ(1 + 2δ) = 2+

/0+J( C��� ���� δ ∈ ]0, 1] �� ���� K����� (k, ℓ) ∈ N2
) � 	�
���� 
�&�� ������ �
� K�
��I
��

�������� C(χ, k, ℓ) 
� � ��
�I
� 
�� �� χ, k �� ℓ ����� 
��

∀f ∈ C∞(R) sup
x∈R

|xk(χδf)
(ℓ)(x)| ⩽ C(χ, k, ℓ)

δℓ

ℓ∑
m=0

sup
|x|⩽1+2δ

|f (m)(x)|.

;I
� �I � ��� �� 
������
� ����I
���) �
 $�� �
� ������J����
 ��	� � � T ��� R � ������� �I
�

[−1, 1] �� �&�
 ����I��� � 	�
���� 
�� �I ��I
����	 � �� =������ T̂ ��� �� �I ���	� TF ���� �
�

K���I�
� ��
K���
 F ∈ H−∞(R)+
;I
� �
 ���	��� ��	��) �
 K�		�
K� �I� K�
������� �
� ��
K���
 F KI
���I��+

B
 ����

∀(x, ξ) ∈ R× C χδ,ξ(x) = χδ(x)e
−ixξ.

/1+I( C��� ���� δ ∈ ]0, 1] �� ���� ξ ∈ C) �����$�� 
�� �I ��
K���
 χδ,ξ I��I����
� � �&���IK� ��

FK��I��� S(R) �� 
�� �� 
�	J�� ⟨T, χδ,ξ⟩ ��� �
� ��
�I
� �� δ+

C��� ���� ξ ∈ C) �
 
��� � ���	I�� F (ξ) = ⟨T, χδ,ξ⟩ �I �I���� K�		�
� ���� δ �I�K���I
�

]0, 1]+

/1+J( ; 	�
���� 
�� F ��� �
� ��
K���
 ����	����� ��� C+

����	����� � �
 �����I �������� �I 
������
 /0+J I��K δ = 1 �� f(x) = e−ixξ −
q∑

p=0

(−ixξ)p

p!
I��K

q ∈ N �
���� 
I����� ��
�I
� ���� +∞+

/1+K( ; 	�
���� 
�� F I��I����
� � H−∞(R)+
����	����� � �
 �����I �������� �I 
������
 /0+J I��K δ = 1

1+|ξ| �� f(x) = e−ixξ
+

;I
� �
 ��K�
� ��	��) �
 �I � 	�
���� 
�� T̂ = TF +

� -. �
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/2+I( C��� ���� �
���� q ∈ N∗
) �
 
��� ⌊√q⌋ �I �I���� �
����� ��

√
q 'K&���*�*���� �� ���� ��I
�

�
���� 
I����� �
� ����� �

√
q(+ ; 	�
���� 
�&�� ������ �
� K�
��I
�� 
�	 ��
�� C > 0 ����� 
��

���� ���� f ∈ C1(R) �� ���� �
���� q ∈ N∗
�
 I

∣∣∣∣∣∣

∫ ⌊√q⌋

−⌊√q⌋
f(ξ) dξ − 1

q

q⌊√q⌋−1∑
p=−q⌊√q⌋

f
(p
q

)∣∣∣∣∣∣
⩽

C
√
q
× sup

ξ∈R
|f ′(ξ)|.

/2+J( C��� ����� ��
K���
 φ ∈ S(R)) � 	�
���� 
�� �&�
 I

lim
q→+∞

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣
χ1(x)φ̂(x)−

χ1(x)

q

q⌊√q⌋∑
p=−q⌊√q⌋

e
−ixp

q φ
(p
q

)∣∣∣∣∣∣
= 0.

����	����� � �
 �����I I�	����� �� ��������� �I ���	��� φ̂(x) =

∫

R
e−ixξφ(ξ) dξ 
�� �&�
 �����I

� K����� ����
 
�� |ξ| ⩽ ⌊√q⌋ �� |ξ| > ⌊√q⌋+
/2+K( C��� ����� ��
K���
 φ ∈ S(R) �� ���� K����� (k, ℓ) ∈ N2

) � 	�
���� 
�� �&�
 I  �I��	�
�

lim
q→+∞

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣
xk dℓ

dxℓ

Ñ
χ1(x)φ̂(x)−

χ1(x)

q

q⌊√q⌋∑
p=−q⌊√q⌋

e
−ixp

q φ
(p
q

)é∣∣∣∣∣∣
= 0.

/3+ :�
K���� 
�� T̂ = TF +

����	����� � ����� ��� 
������
� �� K ��
���) �
 �����I  �I��	�
� �������� �� � ����I� �� �I


������
 .- �	���
�I
� 
�� F ′ ∈ H−∞(R)+
#�
&���� � �� 
&��� �I� I���
�� �� � 	�
���� 
�� TF ��� �
� ������J����
 ��	� � �+ <
 �#��)

K��I � K���� ���� �� �I 
������
 .5) ���� �� �&���
��� T̂ = TF '�
� ���� � 	�
�� �(+

� -/ �
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