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Agrégation externe spéciale de mathématiques

Chapitre 1

Introduction

Ce rapport est consacré au déroulement de la session 2020 du concours externe spécial, reservé aux
docteurs, de 'agrégation de mathématiques. Quatriéme édition de ce concours spécial, cette session
est marquée par la crise sanitaire de la COVID-19 qui a conduit a faire de ’épreuve écrite le seul et
unique élément de décision pour ’admission.

Ce concours obéit aux mémes exigences scientifiques que le concours externe standard, sans aucune
concession quant aux connaissances mathématiques et leur maitrise. Il en reprend d’ailleurs le méme
programme, disponible & 'URL https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe_
special_21/21/1/p2021_agreg_ext_spe_math_1287211.pdf ou sur agreg.org. Cependant, le con-
tour et 'esprit des épreuves sont destinés & mettre en valeur le parcours des candidats, leur expérience
professionnelle et leur aptitude a mener une démarche de recherche. Ce concours permet ainsi de re-
cruter des professeurs agrégés ayant une pratique des mathématiques de haut niveau, des compétences
pluridisciplinaires, souvent marquées par la confrontation & un environnement international ou indus-
triel. Ce vécu est appelé a s’exprimer au concours et ne peut que rejaillir positivement sur la pratique
enseignante. L’expérience montre que cette voie de recrutement est trés ouverte et permet de valoriser
— moyennant un indispensable effort de préparation — des candidats aux parcours et profils variés,
incluant des titulaires d’une thése dans une autre discipline que les mathématiques.

Le jury recommande aux futurs candidats de tous profils, ainsi que les centres de préparation et leurs
intervenants, de faire une lecture attentive des rapports des sessions antérieures et & bien tenir compte
des prescriptions qui y sont faites. La consultation du rapport du concours standard, plus détaillé sur les
attentes des épreuves d’admission, en est un complément indispensable. Le site officiel de 'agrégation
externe de mathématiques agreg.org fournit de nombreuses informations utiles, des archives (sujets
d’écrit, textes de modélisation, rapports) et des renseignements pratiques concernant les sessions a
venir. En particulier, les futurs candidats peuvent trouver sur ce site la ClefAgreg qui leur permettra de
se familiariser avec I’environnement informatique qu’ils rencontreront pour ’épreuve de modélisation.
Se préparer suffisamment t6t & cette épreuve permet d’en bien comprendre les attendus, mais aussi
peut aider & renforcer les capacités de synthése sur ’ensemble du programme. Enfin, le jury rappelle
qu’une réunion publique, ouverte aux préparateurs et aux candidats, est traditionnellement organisée
en début d’année universitaire sous 1’égide des sociétés savantes de mathématiques et d’informatique
pour évoquer le bilan et les perspectives du concours.

Le concours externe, spécial comme standard, de l'agrégation a pour vocation de recruter des pro-
fesseurs agrégés destinés a exercer dans l'enseignement secondaire (lycées d’enseignement général et
technologique et, exceptionnellement, colléges) ou dans I’enseignement supérieur (universités, insti-
tuts universitaires de technologie, grandes écoles, classes préparatoires aux grandes écoles, sections de
techniciens supérieurs). Le jury estime donc que le niveau visé doit permettre au professeur agrégé d’in-
tervenir sereinement et efficacement sur le créneau « bac-3/bac+3 » ; cet objectif calibre la conception
du programme et les critéres d’évaluation. Il convient de souligner que les possibilités de nomination
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comme stagiaire en qualité d’ATER ou affecté dans I’enseignement supérieur sur un emploi de profes-
seur du second degré (PRAG) ne sont pas offertes aux lauréats du concours spécial. Il est & noter que
les recus bénéficient d’une bonification d’ancienneté de deux ans au titre de la période de préparation
du doctorat ; lorsque la période de préparation du doctorat a été accomplie sous contrat de travail,
les services accomplis dans ce cadre sont pris en compte pour la part de leur durée excédant deux ans
(article 6 du décret n®. 72-580 du 4 juillet 1972 relatif au statut particulier des professeurs agrégés de
I'enseignement du second degré, modifié par le décret n°. 2016-656 du 20 mai 2016).
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Chapitre 2

Déroulement du concours et statistiques

2.1 Déroulement du concours

L’épreuve écrite d’admissibilité était prévue le 19 Mars 2020, les épreuves orales du 19 juin au 4
juillet. Le confinement annoncé le lundi 16 mars 2020 par le président de la République a conduit a la
suspension de ce calendrier. Le 15 avril le ministére a annoncé une série d’aménagements exceptionnels
se traduisant, pour ce concours, par la suppression des épreuves orales, et transformant 1’épreuve
écrite en épreuve d’admission. Il était aussi annoncé la mise en place d’une procédure spécifique de
titularisation, autour d’un oral organisé un an aprés le concours. Dés que possible, le jury a ouvert
sur agreg.org une « FAQ-session 2020 » pour diffuser au mieux les informations disponibles. En
particulier, la possibilité de modifier les sujets n’a jamais été envisagée et ce point était précisé sur le
site : les candidats ont été évalués sur des sujets tout & fait conformes a la lignée des années précédentes.
L’épreuve s’est finalement déroulée le 24 juin, sur le sujet prévu. La délibération s’est tenue le 23 juillet,
concomitamment avec celle du concours standard. Décider de 'admission au vu des résultats d’une
unique épreuve écrite, adaptation & une situation exceptionnelle, n’est pas sans incidence. On pouvait
penser, compte tenu de la richesse du parcours de ces candidats ayant souvent, en plus de leur expertise
mathématique, une expérience d’enseignement dans le supérieur, que la prise de risque était néamoins
mesurée.

Format du sujet. Le sujet du concours spécial est organisé en deux parties :

— Une série d’exercices, de niveau L, qui balayent I’ensemble du programme. Cette partie de
I’épreuve doit monopoliser environ le tiers du temps imparti. Cette année 6 exercices étaient
proposés, 2 orientés analyse, 2 orientés algébre et les deux derniers faisaient appel aux probabi-
lités.

— Un probléme & choisir parmi deux sujets, I'un sur des thémes d’Analyse-Probabilités, I'autre
sur des thémes d’Algeébre et Géométrie. Il est attendu des candidats qu’ils traitent une partie
substantielle de 'un de ces problémes auquel ils devraient consacrer au moins la moitié du
temps.

Ce format sera repris en 2021, avec les mémes directives.

Compte tenu du volume relativement faible du concours, concentré donc sur une seule épreuve, le suivi
renforcé rendu nécessaire par la crise sanitaire a pu étre organisé simplement.

De fait, cette session 2020 s’est avérée d’une qualité d’ensemble extrémement décevante qui n’a pas
permis de déclarer admis plus de 7 candidats, sur les 16 postes ouverts au concours. Le jury estime
que la maitrise disciplinaire manifestée sur cette épreuve, et pour laquelle on ne pourrait avoir de
moindre exigence que pour le concours standard, ne permet pas de proposer une liste plus fournie. Ce
constat négatif ne doit cependant rien enlever aux mérites des candidats retenus dont les prestations
sont, quant a elles, tout a fait satisfaisantes. Le major du concours a rendu une copie excellente, notée
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20/20; avec toute la mesure nécessaire a ce type de comparaison, les trois premiers ont fait preuve
d’un niveau qui devrait leur permettre de figurer parmi les 100 premiers du concours standard. Mais
les notes des candidats classés au-dela de la 12éme place sont inférieures & 5/20. La faiblesse de ces
résultats pour des titulaires d’une thése dont certains ont enseigné ou enseignent encore dans des filiéres
mathématiques du supérieur, est trés préoccupante.

Rang | Note
1 20
1-3 20-12
1-5 20-10
5-7 10-7,5
8-12 | 6,5-5,5

13-77 5-0

Répartition des notes

Le jury a été particuliérement vigilant a ce que les candidats manifestent une compétence suffisante
sur ’ensemble du programme : si le probléme invite les candidats a s’exprimer sur leurs thémes de
prédilection, les exercices préliminaires ont précisément la vocation de vérifier les connaissances de base
sur un éventail large. Aussi, se focaliser sur les seuls exercices relevant du méme théme que le probléme
choisi est une stratégie immédiatement démasquée et que le jury ne peut absolument pas cautionner.
Cette esquive des difficultés témoigne d’une faiblesse disciplinaire irrémédiablement rédhibitoire.

2.2 Statistiques sur la session 2020

Le nombre d’inscrits s’éléve & 202 candidats dont seulement 77 étaient présents a ’épreuve. Ces données
sont en baisse constante depuis la création du concours. Elles sont a rapprocher des 205 candidats
inscrits et 76 présents au concours standard qui se déclarent titulaires d’un doctorat. Cette tendance
est curieuse dans la mesure oil la réussite a 'un ou I'autre des deux concours ne procure aucun avantage
en termes de carriére et que ce concours spécial a vocation & tirer le meilleur parti du parcours des
candidats. Parmi les candidats présents, 2 étaient dispensés de diplomes (parents de 3 enfants ou plus),
mais ils n’ont pas été retenus parmi les admis.

T T
—6— inscrits —©— admis
—+— presents

250 [
200 [
150 -
ol
100 - 1
sl

50 L L L L 7 L L L L L
2017 2018 2019 2020 2017 2018 2019 2020

FEvolution du nombre d’inscrits, présents et admis
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Academie Inscrits Présents Admis
PCV
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NANTES

CAEN

RENNES
STRASBOURG
ORLEANS-TOURS
REIMS

AMIENS
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BESANCON
CLERMONT-FERRAND
LA REUNION
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POLYNESIE FRANCAISE
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(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 7


www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe spéciale de mathématiques

Age Inscrits Présents Admis
25
28
29
30
31
32
33 10
34 12
35 14
36 7
37 11
38 14
39
40
41
42
43
44
45
46 1
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
61
64
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Répartition suivant l’dge aux différentes étapes du concours
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En dépit de son déroulement totalement inédit, la session 2020 confirme que ce concours est complé-
tement ouvert. En effet, le profil scientifique des meilleurs 15 % des candidats est trés varié, avec des
théses en

MAITRE CONTR.ET AGREE REM TIT

MAITRE CONTR.ET AGREE REM MA

Profession Inscrits Présents Admis
CERTIFIE 75 33
SANS EMPLOI 30 10
CADRES SECT PRIVE CONV COLLECT 18 4
ENSEIGNANT DU SUPERIEUR 14 5
CONTRACT ENSEIGNANT SUPERIEUR 10 5
CONTRACTUEL 2ND DEGRE 10 3
ENS.STAGIAIRE 2E DEG. COL/LYC 5 3
PLP 4
PERS ENSEIG TIT FONCT PUBLIQUE 4 2
MAITRE AUXILIAIRE 3 2
AGREGE 3 1
PERS ENSEIG NON TIT FONCT PUB 3
ETUDIANT EN ESPE EN 1ERE ANNEE 2 2
PROFESSEUR ASSOCIE 2ND DEGRE 2 1
ETUD.HORS ESPE (SANS PREPA) 2
VACATAIRE ENSEIGNANT DU SUP. 2 1
SALARIES SECTEUR INDUSTRIEL 2 1
VACATAIRE DU 2ND DEGRE 2
CONTRACTUEL FORMATION CONTINUE 1 1
PROFESSEUR ECOLES 1
SALARIES SECTEUR TERTIAIRE 1
AG NON TITULAIRE FONCT PUBLIQ 1
ETUD.HORS ESPE (PREPA MO.UNIV) 1 1
EMPLOI AVENIR PROF.2ND D.PUBLI 1 1
PERS FONCTION PUBLIQUE 1
PROFESSIONS LIBERALES 1 1

1

1

1

ETUD.HORS ESPE (PREPA CNED)

Répartition suivant la profession aux différentes étapes du concours

théorie des jeux et mathématiques financiéres,
cohomologie de Galois,
analyse fonctionnelle,
géométrie numérique,
controle et géométrie,
géométrie,

cryptographie,

physique théorique
physique de 'atmosphére,
astrophysique.

En termes d’ancienneté, parmi ces candidats significatifs, 4 ont soutenu leur thése entre 2017 et 2020,
deux entre 2014 et 2016 et 6 ont une thése antérieure a 2013, la plus ancienne remontant & 2003.

(© www.devenirenseignant.gouv.fr
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Chapitre 3

Epreuve écrite de mathématiques

Le sujet est disponible 8 ’URL https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe_
special/94/3/s2020_agreg_externe_spec_math_1302943.pdf ou sur le site agreg.org.

3.1 Commentaires sur I’épreuve écrite

Le sujet se compose de six exercices couvrant un large spectre de mathématiques de niveau licence,
suivis d’un probléme au choix du candidat. Le premier probléme proposé (algébre et géométrie) porte
sur les notions de groupe dérivé et de résolubilité. Le second probléme proposé (analyse et probabilités)
porte sur les équations différentielles non linéaires.

Exercices

e Le premier exercice permettait d’évaluer les compétences des candidats en analyse réelle élémentaire :
raisonnement sur les limites « avec des € », convergence d’une série numérique puis d’une série de
fonctions. Le jury n’a pu que constater la faiblesse de la maitrise de ces notions chez un trés grand
nombre de candidats. Il appelle les futurs candidats a consolider trés sérieusement leur maitrise des
bases de I’analyse.

Dans la premiére question, la majorité des candidats a compris qu’il fallait écrire une preuve sur le
modéle de celle du théoréme de CESARO, dont ils connaissent bien le principe. Toutefois la mise en
ceuvre concréte du raisonnement est souvent imparfaite.

La deuxiéme question au contraire n’a presque jamais été traitée correctement. Le théoréme de somma-
tion des équivalents (si deux séries & termes positifs divergentes ont leurs termes généraux équivalents,
alors leurs sommes partielles sont équivalentes) semble inconnu de la presque totalité des candidats.

La troisiéme question n’a pas été mieux réussie que la deuxiéme, faute de savoir manipuler une somme
double et d’écrire une majoration trés simple, ou bien & cause de confusions conceptuelles (certains
candidats ne distinguent pas la convergence de la suite (v, )nen et celle de la série >’ v, d’autres parlent
de suite absolument convergente... Il s’agit pourtant de notions de niveau L1).

La derniére question a été un peu mieux réussie mais le jury constate avec regrets que la compréhension
de la notion de convergence uniforme d’une série de fonctions est extrémement fragile chez une large
part des candidats.

e Le deuxiéme exercice portait sur l'intégration (de fonctions continues sur un segment). C'est le
moins réussi des six exercices, une constatation alarmante pour un théme aussi important, étudié des
la premiére année de licence.

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 10


https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe_special/94/3/s2020_agreg_externe_spec_math_1302943.pdf
https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe_special/94/3/s2020_agreg_externe_spec_math_1302943.pdf
agreg.org
www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe spéciale de mathématiques

Moins d’un candidat sur dix résout la premiére question. La seconde question, qui est en fait un exercice
trés classique de licence, a principalement donné lieu & des réponses fantaisistes. On a lu dans de trop
nombreuses copies que « la fonction f est continue donc dérivable », ou encore que « la fonction g est
croissante et majorée par M donc elle converge vers M ». Ces erreurs grossiéres du niveau d’un éléve
de terminale ont laissé le jury pantois.

e Le troisiéme exercice portait sur I’algébre linéaire de niveau L1-L2 et les groupes (dans la derniére
question). Un nombre significatif de candidats est parvenu a résoudre les questions a et b d’algebre
linéaire et on a lu ici globalement moins de réponses invraisemblables que dans les exercices d’analyse.

Une subtilité a échappé & de nombreux candidats insuffisamment soigneux : si G est un groupe et H
un sous-groupe de G, il n’y a pas de raison a priori que le centre Z(H) de H soit égal & Z(G) n H
(penser & un sous-groupe monogéne d’un groupe de centre trivial). Il se trouve que I’égalité a lieu pour
GL(FE) et SL(E) mais il fallait le démontrer.

e Le quatriéme exercice faisait appel aux connaissances des candidats sur les rangs de matrices, les
déterminants et la topologie dans M, (C). La majorité des candidats connaissent la relation A x
‘Com(A) = (det A)I,,, mais la capacité a en déduire des informations sur le rang est assez variable. En
outre les propriétés concernant le rang des matrices extraites sont parfois mal comprises.

La question de topologie c.(i), trés classique, a été bien réussie par les candidats qui ’abordent.

e Le cinquiéme exercice mélait analyse (intégration) et probabilités, afin de donner une élégante preuve
probabiliste de l'injectivité de la transformation de LAPLACE des fonctions continues et bornées.

La premiére question (dérivation sous le signe intégrale) a été traitée dans beaucoup de copies mais
rarement de fagon satisfaisante, trois copies seulement obtenant tous les points. Quelques candidats
ne savent méme pas qu’il convient de faire appel & un théoréme du cours pour dériver sous le signe
intégrale. Parmi ceux qui connaissent ledit théoréme, trés peu ont su fournir une domination correcte.
Plus grave, un nombre important de candidats se trompent en dérivant par rapport & s : la dérivée
partielle de f(x)e™** ne saurait étre —sf(z)e ** (ni par rapport & s ni par rapport a x!) Une telle
erreur est rédhibitoire pour un candidat & un poste de professeur de lycée.

Le jury appelle en outre 'attention des futurs candidats sur 'usage indispensable des valeurs absolues
en analyse. Pour montrer I'intégrabilité, il ne suffit pas d’écrire I'inégalité f(x)e™* < Me™**, il convient
de majorer |f(xz)e™5%|, ce que beaucoup omettent de faire. La méme remarque s’applique a l’exercice 1
avec v, — £ au lieu de |v, — £|.

e Le sixiéme et dernier exercice faisait intervenir des probabilités et de I'algébre bilinéaire. Il a été trés
peu réussi.

Le jury rappelle 'importance prise par les probabilités dans ’enseignement des mathématiques dés le
lycée. Les candidats ne doivent pas faire I'impasse sur ce théme. Les exercices 5 et 6 faisaient appel
aux notions suivantes : linéarité de 'espérance, variance, bilinéarité de la covariance, loi exponentielle,
expression de la densité d’une somme de v.a. i.i.d., loi des grands nombres.

Probléme d’algébre et géométrie

La premiére partie du probléme alternait le passage en revue des propriétés élémentaires des groupes
dérivées et des groupes résolubles et 'examen de quelques exemples simples.

La seconde partie était consacrée & des exemples plus consistants. La section II.A portait sur le groupe
SLo(K) (lorsque |K| = 4), on y démontrait que D(SLa(K)) = SL2(K) et l'on constatait que les
éléments du groupe dérivé de SLa(R) ne sont pas tous des commutateurs.
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La section I1.B faisait étudier a 'aide d’outils algébriques (groupes, algébre bilinéaire) et topologiques
le groupe de LORENTZ O; 3(R) et son groupe dérivé. A tout élément A = (a;j)1<ij<4 € O13(R) sont
associés deux signes : det A = +1 et ¢(A) = ‘gﬁ‘, le second indiquant si A est une transformation de
I’espace-temps de MINKOWSKI qui conserve ou renverse le sens du temps. Ces deux signes déterminent
les quatre composantes connexes de O;3(R); celle contenant l'identité est égale au groupe dérivé

D(0O1,3(R)), isomorphe (et homéomorphe) & PSLy(C).

La section II.C s’intéressait & un groupe orthogonal sur un corps fini. Sur le corps F, (¢ impair),
en dimension 2, il y a deux classes de formes quadratiques non dégénérées qui donnent naissance a
deux groupes orthogonaux non isomorphes (il en va de méme en toute dimension paire, tandis qu’en
dimension impaire les deux groupes se trouvent étre isomorphes). On étudiait ici le groupe O(Q) associé
4 une forme quadratique anisotrope sur le plan Fg dont le discriminant est I'opposé d’un non carré c.
Alors SO(Q) s’identifie au groupe des éléments de norme 1 de I'extension quadratique L = F,[\/a];
par conséquent il est cyclique et O(Q) est diédral, d’ordre 2(q + 1).

La troisiéme partie du sujet, jointe aux derniéres questions de la partie I, donnait la preuve d’un
fameux théoréme de BURNSIDE : si p et ¢ sont deux nombres premiers, tout groupe fini d’ordre p®g? est
résoluble. Cette démonstration fait intervenir les entiers algébriques, dont on établissait les principales
propriétés dans la section III.A, ainsi qu’un raisonnement assez fin sur les représentations irréductibles
d’un groupe fini et leurs caractéres, qui faisait ’objet de la toute derniére section III.B du probléme.

Les parties I1.B et III ont été trés peu abordées dans les copies. Les sections II.A et II1.C ont eu un peu
plus de succeés.

Seuls deux trés bons candidats ont réussi a traiter une large part de ce probléme, ce qui leur a per-
mis de mettre en évidence leurs capacités de compréhension et de raisonnement dans des contextes
mathématiques non triviaux.

Chez les candidats moins solides, on constate souvent des lacunes sur des notions élémentaires. Ainsi,
il n’est pas vain de rappeler que dans un groupe G, le sous-groupe engendré par une partie A de G
est constitué de tous les produits possibles aj...a;, qu’on peut former avec des éléments de A et leurs
inverses (les inverses sont souvent oubliés).

Un nombre important de candidats raisonnent comme si le sous-groupe dérivé, engendré par les com-
mutateurs, était égal & I’ensemble des commutateurs. Cette erreur fréquente n’a certes pas surpris le
jury, bien que I’énoncé fournisse un contre-exemple a la question 13 (—I3 dans SLy(R)), lequel n’a pas
suffi & détromper les candidats.

Quant aux candidats les plus faibles, ils éprouvent de grandes difficultés dés les toutes premiéres
questions. Dans le groupe symétrique &,,, on peut déterminer le conjugué d’une transposition : o (i j)o
01 = (p(i) p(j)), sans qu’il soit nécessaire d’examiner tous les cas possibles pour ¢ (question 1.a).
En 1.b, le jury est surpris de voir que certains candidats, calculant le commutateur des transpositions
(1 2) et (1 3), obtiennent une transposition, alors méme qu’ils ont écrit quelques lignes plus haut qu’un
commutateur est une permutation paire... La cohérence logique et le caractére sensé des réponses sont
des éléments importants d’appréciation des copies.

Probléme d’analyse

Les trois permiéres parties étaient consacrées a I’étude de la dynamique de systémes différentiels au-
tonomes 2'(t) = F(x(t)) dans R Dans la premiére partie, on définissait le flot d'un tel systéme
et 'on étudiait ses propriétés. Le principal outil est le lemme de GRONWALL, qui faisait 'objet des
deux premiéres questions. Le jury déplore le trop petit nombre de candidats capables d’en fournir
une démonstration convaincante, alors méme que 1’énoncé donnait toutes les indications nécessaires.
Les candidats qui savent faire se démarquent trés vite; chez les autres toutes les énormités semblent
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bonnes pour parvenir cotite que cotite au résultat. Certains n’hésitent pas a dériver une inégalité.
Chez d’autres candidats, le raisonnement se réduit a un coup de poker : « la solution de f' = af + b
est f(t) = e“t(- : ) ; j’en déduis que si f/ < af + b alors f(t) < eat( . ) ». Pour établir ensuite la
version vectorielle du lemme de GRONWALL, beaucoup pensent & tort que la dérivée de ¢ — | f(t)]
est t — | f'(t)], ce qui n’est pourtant pas vraisemblable, sans quoi la fonction |f| ne pourrait jamais
décroitre !

La question 2 demandait de rappeler la définition d’une solution maximale et d’énoncer le théoréme
de CAucHY-L1PSCHITZ. Ce fut une grande déception pour les correcteurs : les définitions sont le plus
souvent trés vagues (« une solution ne pouvant étre prolongée ») et 1’énoncé proposé est rarement
convaincant, bien qu’on ait accepté ici n'importe quelle version susceptible de s’appliquer aux systémes
différentiels considérés dans le probléme. Quelques candidats ne connaissent que le théoréme s’appli-
quant a des équations différentielles linéaires. Cette question a donc été particuliérement discriminante :
le jury attend que les futurs professeurs de mathématiques soient capables d’énoncer avec une parfaite
précision les définitions et théorémes usuels. Il y a beaucoup de progrés & accomplir sur ce point.

Le raisonnement qualitatif trés classique des questions 3.b-c, consistant & prolonger une solution ayant
une limite finie en une borne finie de son intervalle de définition, est une technique de base que la
grande majorité des candidats n’a pas du tout comprise.

A la question 4, s’est manifestée la confusion, pour une fonction & deux variables ¢, z, entre la continuité
par rapport a (t,z) et la continuité partielle par rapport a chacune des variables.

La fin de la partie I, consacrée a établir le caractére attractif d’'un point d’équilibre ot le systéme
linéarisé est & valeurs propres de parties réelles < 0, a été peu traitée.

Dans la seconde partie, on étudiait en détail ’équation du pendule simple et sa période d’oscillation
en régime sous-critique. Seules les questions les plus faciles ont été (un peu) abordées.

La question 8, une application immédiate du théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ, a été fort peu réussie,
ce qui n’est guére étonnant vu la méconnaissance de ce théoréme.

La question 10 demandait d’établir I'intégrale premiére de 1’équation du pendule simple non amorti.
Certains candidats raisonnent & l'envers : ils partent de l'intégrale premiére, dérivent et retrouvent
I’équation différentielle. 11 fallait bien entendu procéder en sens inverse.

La question 12 se réduisait a un calcul de deux lignes trés facile. Malgré tout, moins de la moitié des
candidats ayant abordé cette question obtient la bonne constante A.

La partie II.C portait sur I’étude d’une intégrale dépendant d’un paramétre et servait de prétexte pour
faire un peu d’analyse complexe. Ces questions n’ont presque pas été abordées.

La troisiéme partie introduisait la notion de conjugaison topologique de flots. Aprés quelques exemples
élémentaires (II1.A), la sous-partie III.B visait a établir un résultat de conjugaison global entre le flot
linéaire ¢y(z) = ez associé & une matrice A dont 0 est un point d’équilibre attractif et le flot non
linéaire associé & un champ de vecteur f = A 4 g, ol g est une petite perturbation. On démontrait en
fait un résultat un peu plus fort : le flot de f est conjugué a celui de —Id. Ces résultats étaient obtenus
par des moyens entiérement élémentaires (calcul différentiel et topologie dans R).

Enfin dans la quatriéme partie, on s’intéressait & un probléme discret analogue : la conjugaison to-
pologique de diffsomorphismes de R?, en démontrant par des arguments plus abstraits (reposant sur
une méthode de point fixe contractant dans un espace de BANACH), un résultat de conjugaison glo-
bale pour des difféeomorphismes ayant un unique point fixe hyperbolique, de la forme f = A + g avec
A un isomorphisme linéaire dont les valeurs propres sont de module différent de 1, et g une petite
perturbation non linéaire.

Les résultats des parties I1I et IV sont des cas particuliers du théoréme de GROBMAN-HARTMAN, lequel
aboutit, sous des hypothéses purement locales, & un résultat de conjugaison topologique locale entre
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un systéme dynamique (discret ou continu) et son linéarisé au voisinage d’un point fixe hyperbolique.
Le coeur de la preuve de ce théoréme est en fait le contenu de la partie IV du présent probléme.

Ces parties III et IV n’ont pas du tout été abordées par les candidats.

Dans I’ensemble, ce probléme, choisi par un nombre important de candidats, a donné lieu a des résultats
extrémement décevants. Le probléme est traité superficiellement et rares sont ceux qui dépassent le
début de la partie II. Ici encore les lacunes des candidats dans la maitrise des bases de 'analyse
apparaissent comme un handicap majeur.

3.2 Corrigé de ’épreuve écrite

Exercice 1

a. Il s’agit d’une variante du théoréme de CESARO; il suffit d’adapter la preuve.

Soit e > 0, il existe ng € N tel que : Vn = ng, |u, — £| < e, d’on, pour tout n = ng,

_ n _ no—1 n
o — f] = |0 O+ 2 5)’< L (2 2’f1uk—£|+522k>

1+..+2n L+ +2n \ & Rt
A(no)
T 1l4.. 420 te

oit A(ng) ne dépend pas de n. A partir d'un certain rang ni, on a A(ng) < 2", d’oi, pour tout
n = max(ng,n1), |v, — | < 2¢, cqfd.

b. Il suffit d’écrire
(n+1)2"1 —n2™ = (n +2)2" ~ n2" ~ 2"y,;

n——+0o0

la série > (n + 2)2™ est a termes positifs et divergente, on peut appliquer le théoréme de sommation
des équivalents. Il vient

n

(n+ 127 = Y] ((k 4 1)2k+t k2k> DI
k=0 k=0

d’oul

1 O ok
=0

c. Pour tout N € N,

N 1 n N N 1 N +00
Y on D728 k] = > fuwl D ik S D7 2lu] <2 fuxl
0 n=0 % k=0 k=0 n—k k=0 k=0

=

n
d’out la convergence de Y| |vy|.

d. La convergence simple de >} V,,(x) résulte de c.

La série YV, (z) ne peut converger uniformément sur |—1, 1] attendu que son terme général ne tend
pas uniformément vers 0 : on constate en effet que sup,¢)_y 1 [Va(z)| = 1 pour tout n.

Si a < 1, la série converge normalement sur [—a,a] en effet sup,e(_qq1 [Va(2)| = Vi(a) et la série
> Vi (a) converge. La série de fonctions converge donc uniformément sur tout segment inclus dans
1—-1,1].
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Exercice 2

a. Soit 0 <z <y, p=y/xr>1etqlexposant conjugué de p, on a
1 1 p /sl 1/q 1 1/p
o= () o) =)
0 0 0 0

Autre solution : appliquer I'inégalité de JENSEN avec la fonction convexe ¢ : u — u¥/? : ¢(Sé fr) <

d’ott g(z) < g(y)-

Sé ¢ o (f*), ce qui redonne exactement g(z) < g(y).

b. La fonction f atteint son maximum en un point ¢ty de [0,1] et étant donné € > 0, on peut trouver
par continuité un segment [a, b] non trivial contenant ¢y sur lequel f > M — e. Alors pour tout x > 0,

(b—a)/* (M —¢) < <Lbf(t)x dt> v <g(x) < M.

Le minorant tend vers M — e quand © — 400, donc pour x assez grand il est = M — 2¢, ce qui donne :
JA>0,Vz = A, |g(x) — M| < 2e.

Exercice 3

a. (i) Soit x € E non nul, u commute avec le projecteur p sur la droite D = Rz parallélement a un
supplémentaire de D, donc u stabilise Imp = D. Par conséquent x est un vecteur propre de u.

(ii) Argument trés classique : pour tout z € E non nul, il existe A, € R tel que u(x) = Ay ; on montre
que Ay = Ay pour tous z et y, en distinguant 2 cas selon que x et y sont liés ou non.

b. Soit u € Z(GL(F)). Soit p un projecteur et v = p + Id; en écrivant par exemple la matrice de v
dans une base de diagonalisation de p, on constate que detv = 2'8®) = 0, donc v est inversible. Alors
v commute avec u, par suite p commute avec u, et par la question a, u est une homothétie. On conclut
que Z(GL(E)) = {k1d | k € R*}.

Pour Z(SL(FE)), on fait de méme avec v = a(p + Id), en choisissant « de sorte que v € SL(E)
(o = det(p + Id) =Y/ = 2718®)/" convient). On conclut comme précédemment et Z(SL(E)) = {Id} si
n est impair, {£Id} si n est pair.

c. Sin est pair, les centres des groupes GL(E) et SL(E) x R* ne sont pas isomorphes :
Z(GL(E)) ~ R¥, Z(SL(F) x R*) = Z(SL(FE)) x Z(R*) ~ {1} x R*

R* contient un seul élément d’ordre 2 (c’est —1), tandis que {£1} x R* en contient trois : (—1,1),
(1,—1), (—1,—1). Les centres ne sont donc pas isomorphes et par suite GL(F) et SL(E) x R* ne sont
pas isomorphes.

Si n est impair, on vérifie que la fonction

SL(E) x R* —> GL(E)
( (u, ) — Au >

est un isomorphisme de groupes, de réciproque v — ((det v) "V, (det v)l/").

Exercice 4

a. On utilise I'égalité () : ‘A x Com(A) = det(A)IL,.
— Si A est inversible, sa comatrice aussi d’aprés (x).
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— Sirg A < n— 2, alors toute matrice extraite de A en 6tant une ligne et une colonne est de rang
< n — 2 donc non inversible. Donc Com(A) = 0.

— Sirg A = n—1, alors il existe une matrice carrée inversible de taille n — 1 extraite de A, donc un
cofacteur non nul, ainsi ComA # 0. D’autre part () devient A x Com(A) = 0, ce qui entraine
Im(Com(A)) < Ker(?4), donc rg(Com(A)) < dim(Ker ‘A) = 1 (car ‘A a méme rang que A).
Finalement rg(Com(A)) = 1.

b. Soit M € GL,(C), cherchons une matrice de la forme A = A\'M ! (avec A € C* & déterminer) telle
que Com(A) = M. On a

An—l
Com(A) = det(A)'A™! = M
om(4) = det(4)!™ = S M
on choisit pour A\ une racine (n — 1)¢ du nombre complexe det M et on obtient M = Com(A). Ainsi
GL,(C) c X.

c. (i) GL,(C) est dense dans M, (C) car toute matrice A peut étre approchée par des matrices
inversibles de la forme A — \I,, avec A — 0 et A\ ¢ Sp(A). A fortiori X est dense dans M,,(C), i.e.
(ii) Comme GLy,(C) est un ouvert, on a GL,(C) ¢ X. Soit M € X non inversible, donc de rang 0
ou 1. Comme n > 3, une matrice de rang 2 ne sera pas une comatrice. Or M est limite d’une suite
de matrices de rang 2. En effet si rg M = 1 disons, alors M est équivalente & la matrice diagonale
Eq = diag(1,0,...,0) : on a M = PE;;Q avec P et Q inversibles; alors Fy; = lir%(Eu + eFy) (ou
E—>
Esy = diag(0,1,0,...,0)) et M = liH(l)ME avec M. = P(F11 + €E92)Q. Les M. sont de rang 2 pour
E—
tout € # 0, donc n’appartiennent pas a4 X, ce qui prouve que M n’est pas un point intérieur de X. De

méme, la matrice nulle est la limite des e(F11 + Fa2), elle n’appartient pas non plus a X. Finalement,
on a X = GL,(C).

Exercice 5

a. Dérivation sous le signe intégrale, avec domination locale : si sg > 0, on a, pour tous s = sy, x > 0
et n e N,

677,
a—n(f(x)e_”) = |f(z)|x"e " <||f|lox"e " intégrable par rapport & z sur R™*.
s
+00
Par conséquent L est C° sur R** et pour tous n e N et s > 0, L™ (s) = (x)(—z)"e *" dx.
0

b. Preuve par récurrence : c’est vrai pour n = 1 puisque la densité de la loi £(X) est Ae™ . Hérédité :
les v.a. S, et X, 41 étant indépendantes, la densité de leur somme s’obtient en convolant leurs densités
respectives :

t An+le—At t _— An+16—At .
by ntn—l
On en déduit que la densité de T, est 7,(t) = npp(nt) = Oz)l)'e_”At 1i~0
n—1)!
c. Comme f est bornée, f(7,) admet une espérance :
+0o0 n\)" 400 o
BT = [ r@ymeyde = S pgetemigy
0 (n—1!Jo

L’intégrale a droite est L™~V (n\) (au signe prés). Si L = 0 alors E(f(T},)) = 0 pour tout n.
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Par ailleurs d’aprés la loi forte des grands nombres on a 7,, — E(X;) = 1/\ presque sirement. Par
convergence dominée, on en déduit que

- fﬂ F(T(w)) dP(w) — [(1/3)

(vu que f(Th(w)) — f(1/A) p.s. et qu’on peut dominer par || f||)-

Finalement, on a montré que si L = 0 alors f(1/\) = 0. Comme X est arbitraire dans R™*, on obtient
bien f = 0.

Exercice 6

a. (i) Par hypothése les X; sont de carré intégrable, donc Y = v1 X1 +... + v, X,, aussi (car L?(, T, P)
est un espace vectoriel) et par bilinéarité de la covariance on a

V(Y)=Cov(Y,Y) Z Z v;v;Cov(X;, X;) = wC(X)v.

(ii) On peut faire un calcul similaire des coefficients de C(Z) par bilinéarité (avec davantage d’indices
a gérer...) Voici une solution plus élégante avec un argument de forme quadratique : pour tout v € R",
on a (v,AX) = ({Av, X), on prend la variance, ce qui donne ‘wC(AX)v = ('Av)C(X)('Av) =
tWwAC(X)'v. On en déduit que C(AX) = AC(X)A, en effet la forme quadratique

v U(C(AX) AC(X)tA)u

est nulle, ce qui équivaut a la nullité de la matrice symétrique C(AX) — AC(X)'A (par polarisation).

b. La condition est clairement nécessaire car toute matrice de covariance est symétrique positive (la
positivité résulte de a.(i)).

Elle est aussi suffisante. En effet, soit M € M, (R) symétrique positive. Par le théoréme spectral,
M = PD'P avec D diagonale & valeurs propres Ai,...,\, = 0 et P orthogonale. On introduit n
v.a. X1, ..., X;, indépendantes, de carré intégrable et telles que V(X7) = Ay, ..., V(X,) = A, (on peut
prendre par exemple des variables gaussiennes indépendantes telles que X; ~ N(0,;)). Alors par
indépendance on a Cov(X;, X;) = 0si ¢ # j, donc C(X) = diag(A1,...,\n) = D, puis on rajoute la
matrice de passage a I’aide de a.(ii) : le vecteur aléatoire Z = PX vérifie C(Z) = PC(X)'P = PD'P =
M.

c. (i) Ona[X e H]=[(X,v)=0]. La v.a. (X,v) est centrée (car X l'est), d’ou : (X,v) = 0 p.s. si
et seulement si V ((X,v)) = E((X,v)?) = 0, autrement dit si ‘wC(X)v = 0.

Par ailleurs la matrice C'(X) est symétrique positive, donc on a wC(X)v = 0 si et seulement si
v € Ker C(X) (ce fait bien connu se prouve aisément en décomposant v dans une base orthonormée de
vecteurs propres de C(X)).

(ii) Soit F un s.e.v. de R™ tel que X € F p.s. Pour tout v € F, on a X € v* p.s. (car F < v') donc
v € Ker(C(X)). Ainsi F+ < Ker(C(X)). On passe a I'orthogonal : Ker(C(X))* < F.

Prenons G = Ker(C(X))* et montrons que X € G p.s. Soit (vy,...,v4) une base de Ker(C(X)). Alors
ona X €vf,...,X € vf p.s., or vi N ... nvi = Vect(vy,...,vq)" = Ker(C(X))*+ = G, ainsi X € G p.s.

Conclusion : G = Ker(C(X))" est le plus petit s.e.v. qui contient X presque srement.

N.B. Comme C(X) est symétrique, on a en fait G = Im(C(X)) (conséquence du théoréme spectral).
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Probléme d’algébre et géométrie

I. Groupe dérivé et résolubilité

1. a. Lasignature d'un commutateur vaut toujours 1 : pour tous u, v € &3, &([u, v]) = e(u)e(v)e(u) te(v)™t =
1 (puisque € est un morphisme de groupes de &3 dans ({—1,1}, x)).

Ainsi 3 est un sous-groupe contenant tous les commutateurs, d’ot D(&3) < 2As.

b. Onago(13)op~! = (p(1) ¥(3)) et [0, 7] = (goToo™Hor™! = (a(1) 0(3))o(13) = (23)0(13) =
(123).

c. D(G3) contient le 3-cycle (123); il contient donc aussi son carré, si bien que 23 < D(S&3) et
finalement D(S3) = Us.

Le groupe 23 est abélien, donc tous ses commutateurs sont égaux a Id, d’oi D(U3) = {Id}. On en
déduit que D"(S3) = {Id} pour tout n > 2.

2. a. Le sous-groupe ( A) est I’ensemble des produits a?...ai{l avecn € N, ay,...,an € Aet iy, ...,in €
{—1,1}. Son image par le morphisme f est donc I’ensemble des éléments de la forme f(ai'...alr) =

fla1)...f(an)™, ce qui prouve que f({ A)) = ( f(A)). "

En particulier, on a f(D(G1)) = f({(C)) ={f(C)).

D’autre part on observe que pour tous z,y € G1, f([x,y]) = [f(x), f(y)], si bien que f(C) est ’ensemble
des commutateurs de f(Gy). Il vient { f(C)) = D(f(G1)) et finalement f(D(G1)) = D(f(G1)).

b. Soit g € G et f : x + grg~! un automorphisme intérieur de G. Alors f(D(G)) = D(f(G)) =
D(G), ainsi D(G) est stable par les automorphismes intérieurs, i.e. distingué dans G. De méme, pour
n =2 ona f(D"(G)) = D"(f(G)) (récurrence immeédiate), d’ou f(D"(G)) = D™*(G), donc les D"(G)
sont distingués dans G.

3. Premiérement, si D(G) — H, alors H est distingué dans G, en effet : Vh € H, Vg € G, ghg™! =
(ghg~*h~Yhe H.

Deuxiémement, soit H est un sous-groupe distingué de G, pour tous z,y € G notons =,y € G/H les
classes a gauche modulo H, on a

IY=7T < IyT § '=é < zyr 'y 'eH,

donc G/H est abélien si et seulement si le sous-groupe H contient tous les commutateurs de G, c¢’est-
a~dire si D(G) < H.

4. On trouve [(a b ¢),(c d e)] = (a d ¢). Le groupe D(&,,) contient donc tous les 3-cycles. Ceux-ci
engendrent 2,,, donc 2, < D(&,,). D’autre part D(&,,) = 2, (idem 1.a), donc D(&,,) = 2,,.

Le méme argument prouve que D(2l,,) = 2f,,. On a donc D*(&,,) = A, pour tout k > 1.

5. Une isométrie f conservant U, doit fixer son isobarycentre qui est ’origine, donc f est une rotation
de centre 0 ou une réflexion d’axe passant par 0. En examinant les images possibles du point 1, on
obtient les 2n éléments de D,, : les n rotations de centre 0 et d’angle 2k7/n (k € |0,n — 1]) et les
n réflexions s d’axe passant par 0 et d’angle polaire kx/n (k € |0,n — 1]). Si r désigne la rotation
d’angle 27/n, alors D(D,,) = {r) U {0, ..., Sn—1}-

Le sous-groupe H engendré par 72 est distingué dans D,,, en effet si on conjugue un élément r2* de H
par une rotation, on obtient 72*, et si on le conjugue par une réflexion (antidéplacement), on obtient
la rotation d’angle opposé r~2¥ qui appartient & H.
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Le groupe quotient D,,/H est d’ordre 2 ou 4 (en effet si n est pair, 72 est d’ordre n/2 et si n est impair,
72 a le méme ordre que 7, soit n). Dans tous les cas, D,,/H est abélien (tous les groupes d’ordre 2 ou
4 le sont), donc on a D(D,,) ¢ H (d’aprés la question 3).

Par ailleurs 72 est un commutateur : 72 = [s1, sg] par exemple, d’ott H < D(D,,). Finalement D(D,,) =

(r?) (sous-groupe d’indice 2 ou 4 dans D, selon la parité de n).

6. a. L’isométrie r est une rotation vectorielle d’angle @ autour d’un vecteur u € R? et ! est la
rotation de —6 autour de u, ou mieux : 7! est la rotation de § autour de —u. Soit g € SO3(R) une

rotation vectorielle qui transforme u en —u (i.e. une rotation d’angle 7 et d’axe orthogonal a u), alors
1

rl = qarg .

b. Soit p € SO3(R), il existe r € SO3(R) tel que p = r? (prendre la rotation de méme axe que p et
d’angle moiti¢). On sait que r et 7~! sont conjugués : il existe f € SO3(R) tel que r» = fr='f~1 alors
p=rfr—tf~t =[r, f]. Il en résulte que D(SO3(R)) = SO3(R)).

7. Comme n > 3, les retournements (symétries orthogonales par rapport a un s.e.v. de dimension n—2)
engendrent SO, (R). Il suffit donc de montrer que les retournements sont contenus dans le groupe dérivé.
Soit f un retournement autour d’un s.e.v. F' de dimension n — 2. Dans une base orthonormale B de
R” adaptée & F-@F, la matrice A de f est diagonale : A = diag(—1,—1,1,...,1). La matrice extraite
diag(—1,—1,1) est dans SO3(R), donc c’est un commutateur : diag(—1,—1,1) = PQP~'Q~! avec
P,Q € SO3(R). On forme les matrices diagonales par blocs P; = diag(P, I,—3), @1 = diag(Q, I,_3),
alors PGP, 1Qf1 = A, donc f est le commutateur des isométries directes représentées par P; et Q1
dans la base B. Ainsi f € D(SO,(R)), ce qui conclut.

8. Supposons G résoluble : il existe n tel que D"(G) = {e}. Alors D"(H) < D"(G) donc H est
résoluble aussi; soit 7 le morphisme canonique de G dans G/H, alors 7(D"(G)) = D"(7(G)) (d’aprés
la question 2.a) i.e. {€} = D"(G/H), ainsi G/H est résoluble lui aussi.

Réciproquement, supposons H et G/H résolubles. Il existe p et ¢ € N tels que DP(H) = {e} et
DY(G/H) = {e}. Comme précédemment, on a 7(D%(G)) = DY(G/H) = {e}, donc D¥(G) < Kerm = H,
puis DPT(G) = DP(DY(G)) < DP(H) = {e}, ainsi G est résoluble.

9. Le quotient &4/2(4 est d’ordre 2, donc abélien, donc résoluble (vu que son groupe dérivé est trivial).
D’aprés la question 8, la résolubilité de &4 équivaut donc a celle de 2.

Procédons de méme dans 2y : le sous-groupe V' formé de l'identité et des trois doubles transpositions
(17)(k1) est distingué dans Gy, a fortiori dans 204 et son cardinal est 4. Le quotient 24/V est donc
d’ordre 3, donc abélien, donc résoluble. De plus V' est lui-méme abélien, donc résoluble. On en déduit
que 24 est résoluble, et G4 aussi.

10. a. Le cardinal de G est la somme des cardinaux de ses classes de conjugaison. Supposons « > 1
par exemple, alors p divise la somme des cardinaux des classes. La classe {e} est de cardinal 1, premier
a p. Il existe donc une autre classe C' dont le cardinal n’est pas divisible par p. Or le cardinal de C
divise celui de G' (en effet si g € C, on a |C| = |G|/Stab(g)), donc |C| = p?¢®, et comme p ne divise
pas |C|, on a vy = 0, ainsi |C| = ¢°.

b. Les nombres premiers p et ¢ étant fixés, on montre par récurrence forte sur |G| que tout groupe
G dont I'ordre est de la forme p®¢” est résoluble. Si |G| = 1 il n’y a rien a faire.

Soit G un groupe d’ordre p®g® (avec «, 5 € N non tous deux nuls), supposons le résultat vrai pour tout
groupe d’ordre p7¢® < p®g®. Si G est abélien, il est clairement résoluble. Supposons G non abélien.
D’aprés le résultat de la question précédente et le théoréme admis, G n’est pas simple. Il posséde donc
un sous-groupe distingué H différent de {e} et G. Alors H et G/H ont des ordres de la forme p7q’ et
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strictement inférieurs a |G|, donc par hypothése de récurrence, ils sont résolubles. D’aprés la question 8,
G l'est aussi.

II. Etude de quelques groupes de matrices

A. Le groupe SL2(K)

11. Toute matrice de SLy(K) peut étre transformée en matrice de 7 par des opérations élémentaires
sur les lignes (du type transvection afin de conserver le déterminant).

Soit A = <CC” Z

Ly < Ly + \Ls puis Ly < Lo — cLq, qui transforment successivement A en A’ puis A” :

1y 1y
Sl R (0]

Comme SLo(K) est stable par ces opérations, on a d” = det A” = 1, donc A” € T.

> € SLy(K). Si ¢ n’est pas nul, on pose A\ = I_T“ et on effectue les opérations

Si ¢ =0, alors a # 0, on commence par 'opération Lo « L1 + Loy et I'on est ramené au cas ¢ # 0.

Faire une opération du type L; < L; + AL; (avec i # j) revient & multiplier la matrice & gauche par
une matrice de transvection 7' = Iy + AF;; € T. Les manipulations précédentes montrent donc qu’en
multipliant A & gauche par deux ou trois matrices de 7, on obtient une matrice A” € T ; T étant stable
par passage a l'inverse, on conclut que A est produit d’éléments de 7. Ainsi 7 engendre SLo(K).

12. Soit a,b € K, a non nul. Le commutateur de M = (3 a91> et N = <(1) 11)> est

(M, N] = <é b(a21— 1)>’

Le corps K comportant au moins 4 éléments, on choisit a € K\{0,1, —1}, de sorte que a? # 1. Alors
pour tout A € K, en prenant b = A(a? —1)"!, ona T = Iy + AEy 2 = [M, N] avec M, N € SLy(K). De
méme, en transposant, Iy + AEy1 = T = ['N71, M ~1]. Ainsi T < D(SL2(K)), et comme 7 engendre
SLa(K), on conclut que D(SLa(K)) = SLa(K).

13. a. Supposons M semblable & —M, alors Tr M = 0 et le polyndéme caractéristique de M est
X2 —(Tr M)X +det M = X?+1 = (X —i)(X +14). La matrice M n’ayant pas de valeur propre réelle,
si x est un vecteur non nul de R?, alors (z, M) est une base de R2. Dans cette base la matrice M est

semblable & une matrice de la forme . La conservation de la trace et du déterminant impose

0 a
1 b
b=0eta=—1, ainsi M est semblable & R dans My(R).

b. Soit Q = <Z Z) € SLy(R), supposons par l'absurde que QR = —R(Q, ce qui donne en ex-

plicitant ces deux produits : @ = —d et b = ¢. Or det @ = 1, d’out —a® — b*> = 1, impossible dans
R.
Supposons ensuite par I’absurde que —I5 soit un commutateur dans SLa(R) : —I = ABA™'B~! avec
A, B € SLy(R), alors ABA™! = —B, donc d’aprés la question 13.a, il existe P € GLa(R) telle que
R = PBP7'. Soit Q = PAP™!, on a Q € SLy(R) et QRQ™'R™' = P(ABA™'B )P~ ! = —I,,
c’est-a-dire QR = —R(@, ce qui est impossible.

14. On montre que SLy(C) est connexe par arcs. D’abord, pour tout 7' = In+AE;; € T (i # j), il existe
un chemin continu de I & T', donné par t — M(t) = I + tAE;j, t € [0,1] (on a bien M(t) € SLy(C)
pour tout t).
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Soit A € SLy(C). On décompose A en produit d’éléments de T : A = T7...T,,; il existe des chemins
continus de I3 a chaque T}, notés t — My(t) (t € [0,1]). Alors t — M (t)...M,(t) est un chemin continu
de Ir & A dans SLy(C). Ceci prouve la connexité par arcs de SLy(C).

B. Le groupe de LORENTZ
Dans tout ce qui suit, les éléments de R* sont identifiés & des matrices colonnes.

15. La forme polaire de @ est b(X, X') = tt' — xa’ — yy' — 22’ ; la résolution de I’équation b(X,e;) = 0
fournit immeédiatement e = {(0,z,y, 2) | (z,y, z) € R?}.

16. A est un automorphisme de R* qui conserve ), donc on a immédiatement Q(X) = 1 <=
Q(AX) = 1 pour tout X € R* et A(S) = S.

L’ensemble ST est connexe, en effet pour tout X = (¢,2,y,2) € ST, on at = /1 + 22 +y2 + 22, si
bien que S* est I'image du connexe R? par la bijection continue

($,y,Z)€R3'—> (\/1+x2+y2+227x7y72)68+‘

De méme S~ est connexe, mais ST U S~ ne l'est pas, puisque ST U S~ est une partition de S en deux
ouverts relatifs non vides. Les ensembles ST et S~ sont donc les composantes connexes de S.

Enfin A induit un homéomorphisme de S sur S, donc il conserve la partition de S en ses composantes
connexes, ce qui peut se faire de deux fagons : les cas (a) et (b) de I’énoncé.

17. Comme e; € ST, on a Ae; € S = ST U S™, donc la coordonnée ¢t de Ae; n’est pas nulle; cette

1,1
|a,1]
effet, vu le résultat de la question précédente, cela revient a savoir si Ae; appartient & S* ou a S,
i.e. cela dépend du signe de a 1.

coordonnée est aj ;. Le nombre est un signe qui indique si A transforme S* en ST ouen S™. En

at,1
la1,1
effet, d’apres la question précédente, Oq 3(R) agit sur 'ensemble & deux éléments {S*,S™}, ce qui se
traduit par un morphisme de groupes de O; 3(R) dans le groupe des permutations de {S*,S57}; ce
groupe de permutations posséde deux éléments et s’identifie au groupe multiplicatif {—1,1}, et 'on
obtient exactement le morphisme f;.

On en déduit que 'application f; : A € O13(R) — € {—1,1} est un morphisme de groupes. En

Il est clair par ailleurs que le déterminant induit un morphisme de groupes de O; 3(R) dans R*, en fait
a valeurs dans {—1,1}, en effet pour tout A € O13(R), on a AJA = J, d'ott (det A)?det J = det J,
ce qui donne (det A)? = 1. Ces arguments prouvent que la fonction f de I’énoncé est bien définie et
qu'elle est un morphisme de groupes de O; 3(R) dans {—1,1}?. Ce morphisme est surjectif : on peut
le voir avec les images des quatres matrices diagonales diag(e,e’,1,1) € Oy 3(R), ou ,¢&’ € {—1,1}.

18. Soit X = (t,z,y,2) € ST et H = ®(X) : H est une matrice hermitienne telle que det H =
Q(X) =1et TrH = 2t > 0. Elle posséde donc deux valeurs propres réelles strictement positives.
En diagonalisant H grace au théoréme spectral, on peut construire une racine carrée ) hermitienne
positive de H : on a alors H = Q? = QQ*. Il reste 4 examiner le déterminant : det Q = 1 (car Q est
positive). Finalement on a PHP* = I avec P = Q! € SLy(C).

19. a. Soit P € SLy(C), I'application O(P) = ®~! o T(P) o ® est une permutation de R? et elle est
aussi linéaire, d’ott ©(P) € GL4(R). On en déduit aisément que © est un morphisme de groupes de
SL(C) dans GL4(R).

Déterminons Ker © = KerT = {P € SLo(C) | VH € Ho, PHP* = H}. Si P est dans ce noyau, prenons
d’abord H = I, on obtient PP* = I5, i.e. P est unitaire. On a donc PH = H P pour toute matrice
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hermitienne H. En prenant H = diag(1,2) par exemple, on en déduit que P est diagonale, puis avec
H = ((1) é), on montre que les coefficients diagonaux de P sont égaux. Ainsi P = A3 avec A = £1 (car
det P =)\ =1).

Réciproquement on a bien ©(+1z) = Idg+, donc Ker © = {I5, —I>}.

b. Soit P € SLy(C) et A = O(P) € GL4(R). Pour tout X € R, on calcule :
AX = [ o T(P) 0 @](X) = @ H(PO(X)P*),

puis

Q(AX) = det(P(AX)) = det(PP(X)P*) = det(P(X))
(vu que det P = 1), donc Q(AX) = Q(X). Ainsi A conserve la forme quadratique de Lorentz, i.e.
A e 01 3(R). On a donc prouvé que O(SLy(C)) < O13(R).

On considére ensuite deto® : SLy(C) — {—1, 1}. L’application © est continue de SL2(C) dans GL4(R)
(si 'on écrit les 16 coefficients de la matrice A = ©(P) en fonction des coefficients p;; de P, on obtient
des expressions polynomiales de degré 2 en les p;; et leurs conjugués, d’oit la continuité). La composée
det 0O est continue elle aussi, et & valeurs dans I’ensemble discret {—1,1}. Comme SLy(C) est connexe,
on en déduit que det o © est constante. On a donc det(©(P)) = 1 pour tout P € SLy(C), et on conclut
que ©(SL2(C)) = SOy 3(R).

20. On note P = i®(X) pour abréger; on constate que l'on a bien P € SLa(C). On calcule ©(P)e; =
&1 (P®(er)P*) = @1 (PP*) vu que ®(e1) = L. Or par calcul direct avec les coefficients, on a sans
peine P* = —P et PP* = —P? = [, donc ©(P)e; = e;. Comme O(P) est élément du groupe
orthogonal de @, on en déduit que O(P) laisse stable le sous-espace e% =W.

La matrice O(P) est donc diagonale par blocs, de la forme diag(1,U), avec U € M3(R). L’appartenance
de ©(P) a SO13(R) se traduit par : UU = I5 et detU = 1, ainsi U € SO3(R), ce qui signifie que
©(P) induit sur W une rotation vectorielle w.

Cherchons l'image de X : ©(P)X = & 1(P®(X)P*), or P®(X)P* = ®(X)PP* = &(X), donc
u(X)=0(P)X = X.

On calcule enfin u? : on a O(P)? = O(P?) = Iy, (car P?> = —I, € Ker ). Ainsi u? = Idyy ; or u # Idyy
(sinon ©(P) = Iy, or P ¢ Ker © = {£15}). Nécessairement u est une rotation d’angle 7, et son axe est
RX (puisqu’elle fixe X).

On sait que les retournements (rotations de 7 ici) engendrent le groupe SO3(R). Soit R une matrice
quelconque de SO3(R), il existe des retournements Uy, ..., Uy, tels que R = Uj...Ug. D’aprés ce que 'on
vient de voir, ©(SL2(C)) contient les matrices diagonales par blocs diag(1,U;), il contient donc leur
produit diag(1, R).

21. Lemme. Pour tout X € ST, il existe P € SLy(C) telle que ©(P)X = e; (ce qui revient a dire que
©(SLy(C)) agit transitivement sur S7).

Preuve du lemme : il s’agit simplement d’appliquer le résultat de la question 18 & H = ®(X) : il
existe P € SLy(C) telle que PHP* = Iy, c’est-a-dire [T(P) o ®]|(X) = I, ou encore O(P)X =
[(I)_l o T(P) o (I)](X) = CI)_I(IQ) = eq.

Soit A € Ker f, i.e. A€ SOq3(R) et préservant le sens du temps (A(ST) = ST). Soit X = Ae; € ST
et P € SLy(C) telle que O(P)X = e; (lemme), ce qui donne ©(P)Ae; = e;. Notons B = O(P)A €

SO1 3(R), cette matrice laisse stable W = ef, elle est diagonale par blocs de la forme diag(1, R) et
R e SO3(R). Donc B appartient & ©(SLy(C)) (d’aprés la question 20) et A = O(P)™ !B aussi.

22. Soit C la composante connexe de I'élément neutre Iy dans O; 3(R). Comme SLy(C) est connexe et
que O est continu, on a l'inclusion ©(SLy(C)) < C. Par ailleurs, le morphisme f de la question 17 est
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continu et a valeurs dans un ensemble fini, donc il est constant sur C, d’ot C' < Ker f. Enfin on a vu
que Ker f < ©(SLy(C)) (question 21). Ces inclusions sont donc des égalités : C' = Ker f = O(SL2(C)).
De plus, ©(SLy(C)) = Im O ~ SLy(C)/Ker © = PSLy(C) (isomorphisme de groupes).

Enfin, on obtient facilement les autres composantes connexes de Oq 3(R) : ce sont les classes a gauche
modulo Ker f dans O; 3(R), en effet pour tout A € O; 3(R), la classe A. Ker f est 'image de Ker f = C
par 'homéomorphisme M — AM de O;3(R), donc c’est une composante connexe de de O13(R).
L’ensemble quotient O 3(R)/Ker f est en bijection avec Im f = {—1,1}2, donc il y a bien quatre
composantes connexes (qui sont aussi les images réciproques des quatre éléments de {—1, 1}2 par f).

23. Il est évident que O 3(R) n’est pas résoluble car il contient un sous-groupe isomorphe a SO3(R)
(formé des matrices diag(1, R) rencontrées a la question 20), or SO3(R) n’est pas résoluble (vu le
résultat de la question 6), donc O; 3(R) non plus.

Plus précisément, montrons que D(O; 3(R)) = Ker f. On a O 3(R)/Ker f ~ {—1,1}? abélien, donc
d’aprés la question 3, D(O1 3(R)) < Ker f.

D’autre part on sait que D(SLg(C)) = SL2(C) (question 12), donc D(O(SL2(C))) = ©(D(SL2(C))) =
©(SL2(C)) = Ker f. Comme il est évident que D(O(SL2(C))) < D(0;,3(R)), on conclut que D(O; 3(R)) =
Ker f (sous-groupe des éléments de O; 3(R) de déterminant 1 et qui préservent le sens du temps).

Au passage, on a aussi montré que O(SLy(C)) = Ker f est son propre groupe dérivé, donc D"(O; 3(R)) =
Ker f pour tout n > 1.

C. Un groupe orthogonal en dimension 2 sur un corps fini

24. Le corps L = Fy[y/a] ~ F,[X]/(X?—a) (isomorphisme de F -algébres) est une extension de degré
2 de Fy, admettant pour base (1, /).

Soit f un automorphisme de Fy-algébre de L. Alors f(1) = 1 et f(y/a)? = f(a) = a (puisque
a e F,), donc f(y/a) = £4/c, ce qui laisse deux possibilités pour f : Iidentité et o. On peut vérifier
directement de o est bien un Fj -automorphisme de L (ou composer les isomorphismes canoniques

Folva] = Fo[X]/(X? - @) et Fo[—va] = Fo[X]/(X? - o).

25. a. On remarque que pour tout z = x + yy/a € L (avec z,y € F;), on a Q(z) = zo(z). Comme L
est un corps et o un isomorphisme, on a Q(z) = 0 si et seulement si z = 0.

Soit u € SO(Q) une isométrie positive de () admettant un point fixe z non nul. La forme quadratique
@ est non dégénérée sur le Fy-plan vectoriel L, donc 2L est une droite vectorielle Vect(z) (il s’agit de
I'orthogonal au sens de @), et cette droite est différente de Vect(z) (car z n’est pas isotrope). L’isométrie
u conserve 1'orthogonalité, donc u(zt) = u(z)t = 2. Ainsi (2,2') est une base de vecteurs propres de
u. La valeur propre associée a z est 1; comme detu = 1, I'autre valeur propre est 1 aussi, si bien que
u=1d L-

b. Il est immédiat que uy € O(Q) pour tout g € G (vu que Q(gz) = gzo(gz) = go(g)zo(z) = Q(z)
pour tout z € L), et que U : g — u4 est un morphisme de groupes injectif de G' dans O(Q).

On vérifie de plus que detuy = 1 : si g = a + by/a alors la matrice de ugy dans la base (1, /) de L est

(Z baa)’ son déterminant est égal a a® — b?’a = go(g) = 1.

On prouve enfin la surjectivité de U sur SO(Q). Soit v € SO(Q), posons g = v(1), alors Q(g) = Q(1) =1
donc g € G, et ug—1 ov est un élément de SO(Q) admettant 1 pour point fixe, d’ott uy,—1 ov = Idg,
(d’apres la question 25.a), i.e. v = ugy. Ainsi U : g — ug4 est bien un isomorphisme de groupes de G sur
SO(Q).

Le groupe G < L* est abélien, donc SO(Q) aussi. On en déduit que D(SO(Q)) = {Id.}; par ailleurs
D(0(Q)) = SO(Q), donc D?(O(Q)) = {IdL}, ce qui prouve que O(Q) est résoluble.
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26. a. On montre classiquement que ’ensemble des carrés non nuls de Fy est un sous-groupe d’indice
2 de F} ; on en déduit que le nombre de carrés dans Fy (y compris 0) est (¢+1)/2. Soit (a,b) € (F)? et
c € F,, le cardinal de I'ensemble E = {az? | x € F,} est (¢ +1)/2, le cardinal de E' = {c —by? | y € F,}
est aussi (¢ + 1)/2 (ce sont les images de I’ensemble des carrés par des bijections affines de F,). Ainsi
|E| + |E'| > q donc E et E’ ne sont pas disjoints, d’ott existence de z,y € F, tels que az? = ¢ — by?.

b. On remarque que la conjugaison o (définie a la question 24) est dans O(Q)\ SO(Q) (puisque
det o = —1). Les éléments de O(q) ayant pour déterminant 1 ou —1, on voit que | SO(Q)| = |0O(Q)\ SO(Q)|
(grace a la bijection u — o o u entre SO(Q) et son complémentaire), d’ou |O(Q)| = 2| SO(Q)|.

On est ramené & déterminer |G| (cardinal du groupe de la question 25.b isomorphe a SO(q)). Consi-
dérons la restriction de Q & L* : 2 = x + yy/a — z0(2) = 22 — ay?. C’est un morphisme de groupes
de L* dans Fy, de noyau G; il résulte de la question 26.a que ce morphisme est surjectif (soit ¢ € Fg,
(a,b) = (1,—a), il existe (z,y) tel que ¢ = 2> —ay® = (z + ay)(z —ay)). On a donc |L*| = |G| x [F}],
d’'ou |G| = % = ¢ + 1. Finalement |O(Q)| = 2(q¢ + 1).

27. Le groupe L* est cyclique (car L est un corps fini) ; son sous-groupe G ~ SO(Q) l'est aussi, d’ordre
g + 1. Montrons alors que O(Q) ~ Dy (groupe diédral a 2(g + 1) éléments). Ce groupe diédral est
engendré par la rotation r d’angle 27/(q + 1) et par la réflexion s par rapport a l’axe réel (dans C);
Dy = {rk,rks | 0 < k < ¢}, et les produits dans Dy 1 se calculent grace aux relations ratl = 1d et
sr = 1r9s (en effet srs~! est la rotation d’angle —27/(q + 1), c’est =1 = r9).

Soit u un générateur du groupe cyclique SO(Q). Alors u et la conjugaison o vérifient dans O(Q) les
mémes relations que r et s dans Dgy1, & savoir witl = Idp et couoo™ = u~! (en effet il existe g € G
tel que u = ugy, d’ot, pour tout x € L, 0 oug oo (x) = o(go(z)) = o(g)x et o(g) = g~ ! puisque g € G).

Maintenant, la fonction Dy41 — O(Q) définie par : r* — uF, r*s — u¥o, est un morphisme de groupes :

on peut le vérifier aisément en testant tous les cas (cela fonctionne puisqu’on a les mémes relations dans
les deux groupes). Son noyau est clairement trivial ; vu 1’égalité des cardinaux, on a un isomorphisme
de groupes.

III. Entiers algébriques et caractéres irréductibles
A. Entiers algébriques

28. Soit r e AN Q, z = % (fraction irréductible). Soit P = ag + ... + X™ un polynome unitaire
de Z[X] annulant z, alors on a ¢"P(z) = agq" + a1pq™ ' + ... + an_1p" 'q + p" = 0, donc ¢ divise
p" = q(—aoq" ' —...—an_1p" ). Comme q est premier & p, il vient ¢ = +1 et x € Z. Réciproquement
les entiers relatifs sont évidemment des entiers algébriques, donc AN Q = Z.

29. a. Notons d’abord que Z[a] = {P(a) | P € Z[X]}, c’est le groupe abélien engendré par la famille
(an)nEN-

On a aisément (i) = (ii) en effet si a est un entier algébrique, racine d’un polynéme unitaire P = by +
bg1 X4 4 X e Z[X], alors a® = —by—...—bg_1a®" ! ; par récurrence (ou via la division euclidienne
de X™ par P), on en déduit que pour tout n = d, a™ est combinaison linéaire, a coefficients entiers, de
1,a,...,a® . Ainsi Z[a] est engendré en tant que groupe abélien par la famille finie (1,a, ...,a%" ).
L’implication (i) = (i4i) est évidente bien entendu.

Ensuite, on peut invoquer le fait que tout sous-groupe d’un groupe abélien de type fini est de type fini,

ce qui permet de prouver (7i7) = (ii) (si a est contenu dans un sous-anneau A de C de type fini en
tant que groupe abélien, alors Z[a] = A donc Z[a] est aussi de type fini en tant que groupe abélien).

Enfin on montre que (i) = (7). Si Z[a] est de type fini en tant que groupe, soit (1, ..., x,) une famille
génératrice de Z[a] : Z[a] = Zzy + ... + Zx,,. 1l existe Py, ..., P, € Z[X] tels que z; = P;(a) pour tout
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i < n. Soit d > max(deg Py, ...,deg P,), alors a? € Z[a] peut s’écrire a® = A\jz1 + ... + Az, (avec
A, ..., \p € Z), ce qui donne une égalité de la forme a? = Q(a) ot Q = M Py + ... + \, P, € Z[X],
deg Q < d. Alors le polynéme unitaire X4 — Q e Z[X] annule a, donc a est un entier algébrique.

Autre solution : faire (i) = (ii) = (ii1) comme ci-desus puis (iii) = (i) par un argument classique de
polynéme caractéristique (cf. corrigé du sujet de Mathématiques Générales 2019).

b. Soit a,b € A, on considére deux polynoémes unitaires de Z[X], P = Ao+ ... + XP et Q =
po + ... + X7 annulant a et b respectivement. Alors le sous-anneau Z[a,b], engendré (en tant que
groupe abélien) par les a'b’ pour (i,7) € N2, est en fait engendré par les a’d’ tels que i < p et j < ¢
(en effet, comme précédemment, tous les a’ sont des combinaisons & coefficients entiers de 1, a, ..., aP !
et les b’ sont des combinaisons de 1,b,...,b971; on fait le produit). Ainsi Z[a, b] est un sous-anneau de
C de type fini en tant que groupe abélien. Par conséquent, d’aprés (iii) ci-dessus, ses éléments sont
des entiers algébriques. En particulier @ + b, ab et —a sont des entiers algébriques. Ce qui prouve que
A est un sous-anneau de C.

30. Plusieurs approches sont possibles pour résoudre cette question, a 'aide de la factorialité de Z[ X |
ou du lemme de Gauss sur les polynémes primitifs. Voici une solution assez élémentaire.

Soit a € A et P un polynome unitaire de Z[X] qui annule a. Dans Q[X], le polynéme minimal 7, de
a divise P. Les racines complexes de 7, sont donc aussi des racines de P, par conséquent elles sont des
entiers algébriques. Sachant que 7, est unitaire et que A est un anneau, les relations entre coefficients
et racines montrent que les coefficients de m, sont des entiers algébriques. Ainsi 7, est & coefficients
dans A N Q = Z.

31. Soit g € G et d l'ordre de g, alors g = e, donc p(g)? = Idy. Le polynome X¢ — 1 annule
I’endomorphisme p(g) € (V). Les valeurs propres de p(g) sont des racines d® de 1'unité, en particulier
ce sont des entiers algébriques (puisqu’elles sont annulées par X¢ — 1 justement). La trace de p(g) est
la somme de ses valeurs propres (avec multiplicités). Comme A est stable par somme, on conclut que

x(g) € A.

32. a. Le corps K = Q[e*™?] contient toutes les racines d° de I'unité de C, il contient donc les 2y, et
a.

Les nombres a et b sont des racines de P qui est donc leur polynéme minimal commun. On dispose donc
des isomorphismes de corps ¢ : Q[X]/(P) — Qla] et ¢ : Q[X]/(P) — Q[b], tels que ¢(X mod P) =a
et (X mod P) = b (obtenus en factorisant les morphismes de Q-algébres @ € Q[X] — Q(a) € Qa]
et Q — Q(b)). La composée f = 1) o ¢~ est un isomorphisme de corps de Q[a] sur Q[b] envoyant a
sur b. On va ensuite montrer qu’on peut prolonger f a K.

Lemme. Si k est un sous-corps de C, f un morphisme de corps de k dans C et z € C\k un élément
algébrique sur k, alors f peut étre prolongé en un morphisme de corps de k[z] dans C.

En effet, tout d’abord on peut étendre f en un morphisme d’anneaux F' de k[X] dans C[X] en posant :
F(ag+...+agX? = f(ag) +... + f(ag) X¢. On obtient en fait un isomorphisme d’anneaux de k[X] sur
k[X], ou k = f(k) (sous-corps de C isomorphe & k). Soit II le polynome minimal de z sur k, IT = F(II)
et Z une racine complexe de II. Le polynome II est irréductible dans k[X]; grace a I'isomorphisme
F', on en déduit que II est irréductible dans l%[X ]. On dispose alors des isomorphismes d’anneaux :
k[z] ~ k[X]/(IT) et k[Z] ~ k[X]/(IT) (en effet II est le polynome minimal de  sur k). De plus F induit
un isomorphisme d’anneaux de k[X]/(II) sur k[X]/(I). En composant, on obtient un isomorphisme
d’anneaux de k[z] sur k[2]. C’est en fait un morphisme de corps (vu qu’il va d’un corps dans un corps).
De plus il prolonge f (si x € k, x est envoyé successivement sur x mod II dans k[X]/(II), puis sur
f(z) mod II dans k[X]/(II) et enfin sur f(x) dans k[Z] par définition des isomorphismes utilisés dans
la composition).
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On applique le lemme répétitivement a partir de kg = Q[a] et du morphisme de corps f : Q[a] — C
défini juste au-dessus du lemme. Si kg # K, on prend un élément z; € K\ko, il est algébrique sur
Q (car K est une extension algébrique de Q), donc sur kg et le lemme fournit un prolongement de
f ki — Couky = ko[z1]. Si k1 # K, on recommence en prenant zo € K\kj et en prolongeant
f : ko = ki[22] — C. Aprés un nombre fini d’itérations, on aboutit & un k,,, = K, en effet la suite des
degrés des k; sur Q est strictement croissante : [ko : Q] < [k1 : Q] < ... si bien que le processus ne
peut se poursuivre indéfiniment sans dépasser le degré [K : Q] (qui est fini).

b. Le morphisme de corps f : K — C construit ci-dessus envoie a = %(zl + ...+ z,) sur b, d’on

b= 2(f(21) + ... + f(2n)). Or les f(z1) sont des racines d° de I'unité car f(z)? = f(2f) = f(1) = 1.
On a donc |f(zx)| = 1, d’ou |b] < 1.
A ce stade, on a prouvé que toute racine de P (le polynéme minimal de a sur Q) est de module < 1.
Notons by, ..., by, les racines complexes de P (ot k = deg P). On a P(0) = (—1)*b;...by,, d’ou |P(0)] < 1.
Or P(0) € Z (terme constant de P), et de plus P(0) # 0 (sinon P n’est pas irréductible ; on rappelle
que a est supposé non nul, donc P # X). Il vient donc P(0) = +1. On en déduit que toutes les racines
de P sont de module 1 (sans quoi leur produit est de module < 1), en particulier |a| = 1. On aboutit
ainsi & |21 + ... + z»| = n = |21] + ... + |zn]. Il en résulte que les z; ont tous le méme argument (cas
d’égalité dans l'inégalité triangulaire dans C), d’ou z; = ... = z, (vu qu'ils sont tous de module 1).

B. Caractéres irréductibles

33. Un élément f de Z% est dans le centre de ZY si et seulement s'il commute avec tous les &, (g € G).
Or f =Y f(h)oh et fxdg = f(h)gh = Dpee [(g7'W)0p (changement d’indice i/ = gh). De
méme, dg * f = > cq f(Wg 1 )op, doncona: fe B «— Vg,h' € G, f(g7'h') = f(h'g™!). Cette
condition revient & dire : Vg, h € G, f(g~'hg) = f(h), autrement dit que f est constante sur les classes
de conjugaison de G (fonction centrale).

34. a. La fonction ¢ : Z¢ — (V) est un morphisme d’anneaux (la multiplicativité découle du fait que
£(6g * 6n) = £(0gn) = p(gh) = p(g) o p(h) = £(d4) 0 £(5) puis par bilinéarité de la multiplication dans
les deux anneaux et linéarité de &, il vient £(f * f') = £(f) 0 £(f') pour tous f, f' € Z%).

Si f € B, alors f commute avec tous les ¢4, donc £(f) commute avec tous les {(64) = p(g). La
représentation p étant irréductible, on en déduit que £(f) est une homothétie (lemme de Schur).

Enfin la restriction {|p : B — CIdy est un morphisme d’anneaux (& valeurs dans le sous-anneau des
homothéties de V') et a: CIdy — C aussi, donc la composée avo &|p aussi, si bien que a({(B)) est un
sous-anneau de C.

b. Considérons la fonction centrale f : G — Z égale & 1 sur la classe de conjugaison de g et & 0
ailleurs. Elle est dans B donc £(f) est une homothétie AIdy. On a

AMimV =TrE(f) = 3, Teph) = > x(h)=cl9)x(g)

heG heG
h conjugué a g h conjugué a g

c
la derniére égalité découlant du fait qu'un caractére est aussi une fonction centrale. Ainsi A = M

Montrons que ce nombre est un entier algébrique. On a A = a(§(f)) € a({(B)). Or a(f(B))lg;tVun
sous-anneau de C qui est de type fini en tant que groupe abélien (en effet B est de type fini en tant
que groupe abélien : il est engendré par les fonctions indicatrices des différentes classes de conjugaisons
du groupe fini GG). D’aprés la caractérisation (¢i7) de la question 29, X est bien un entier algébrique.

D’autre part x(g) est lui aussi un entier algébrique (question 31). Soit u et v € Z tels que d(g) =
pged(c(g), dim V) = uc(g) + vdim V, alors

d(g)x(g)  clg)x(g)

dmyv Y amy X
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c’est un entier algébrique (car A est un anneau).

35. a. Soit x1, ..., xn les caractéres irréductibles de GG, avec x1 = 1 le caractére trivial. Ils sont associés
a des représentations de G notées Vi, ..., Vy. On exploite 'orthogonalité des colonnes de la table des
caractéres de GG : comme gy # e, on a

N
> xk(g0)xk(e) = 0.
k=1

Les xx(e) sont réels (xx(e) = dim V), d’ou

N
> xk(g0)xk(€) = —xa(go)xa(e) = —1.
k=2

Supposons par I’absurde que pour tout k € |2, N|, on ait xx(go) = 0 oudim V}, € pZ. Alors xx(go) dim V}, =

pay avec ay € A pour tout k, et on obtient p(as +...+ay) = —1, ce qui est absurde car il en résulterait
que 1/p = —(ag + ... + ay) serait un entier algébrique (en contradiction avec le résultat de la question
28).

Conclusion : il existe bien une représentation irréductible non triviale V; de G (avec i = 2) telle que
Xi(g90) # 0 et dim V; premier a p.

b. On a par hypotheése ¢(gg) = p™, donc d(gg) = pged(c(go), dim V;) = 1. D’aprés la question 34.b,

, d .
le nombre a = Xi(g0) = (90)xi(0) est un entier algébrique, et il n’est pas nul par définition de

dim Vj dim V;
Vi. Notons n = dim V; pour abréger. On sait que x;(go) est une somme de racines de l'unité (car
pi(90)¢l = Idy,, déja vu a la question 31) : xi(go) = 21 + ... + 2, avec les z,LG|
A . ~xilgo) stz : .
appliquer a ’entier algébrique non nul a = = le résultat de la question 32.b, qui

= 1. On peut alors

n n
nous donne z; = ... = z,. Ainsi 'endomorphisme diagonalisable p;(gg) a toutes ses valeurs propres
égales, c’est une homothétie de V.

Supposons pour finir que G est simple. Le morphisme de groupes p; : G — GL(V;) est non trivial donc
son noyau, qui est distingué¢ dans G, est nécessairement réduit a {e}, si bien que p; est injectif. Pour
tout g € G, p;i(g) commute avec '’homothétie p;(go), donc (par injectivité de p;) g commute avec gg.
Ainsi gg appartient au centre de G. On vient de prouver que G posséde un centre non trivial ; comme
Z(G) est distingué dans G, on a nécessairement Z(G) = G, ce qui signifie que G est abélien.

N.B. Ceci prouve le résultat admis & la question 8.b et compléte la preuve du théoréeme de BURNSIDE
sur les groupes résolubles.
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Probléme d’analyse

I. Résultats préliminaires

1. a. La dérivée de g(t) = f(t)e " vérifie ¢'(t) < be™ . Site I n [0,+w[, on a

f fbe asds—f( —e %)

dou f(t) = g(t)e® < f(0)e™ + 2 (e —

Siteln]—,0], on a

dou f(t) = f(0)e + 2(e* —1).
b. Soit f(¢) SOH’U s)|lds, on a f'(t) = ||/(t)]| < allv(t)]| + b pour tout ¢ € I, or, pour ¢t = 0,

Lol = [0(0) + L o(s) ds|| < [[o(O)] + fo [ ()l ds = [w(0) | + £t (a)

(d’apres I'inégalité triangulaire). Ainsi f/(t) < af(t) + allv(0)|| + b pour tout t € I n R*. D’apreés la
question L.a, il vient f() < f(0)e? + (||lv(0)[| + £)(e® — 1) pour tout t € I n R*, d’otl, en réutilisant

Vinégalité (a) : [u(t)| < [o(O)] + £() < [o(0)]je* + L (e —1).

2. Cours.

3. a. On a, pour tout t € [0, to],
2" @) = IF @)l < [F () — FO)[ + |FO)] < Lilz@®)] + [I1F(0)],

d’ott, d’aprés la question 1.b, ||z(t)|| < ||=(0)||eX + &L())H(e“ —1) < Mel'* avec M = ||z(0)| + w.

b. Si ty est fini, I'inégalité précédente montre que la fonction x est bornée sur l'intervalle [0, ¢o] :
llz(t)|| < Mel'2. Or F est bornée sur la boule fermée B(O, R) de rayon R = Me*2 (c’est un compact),
donc 2/ = Foux est bornee sur [O to[. On en déduit que 2’ est intégrable sur l'intervalle borné [0, to[. Par
conséquent z(t) = z(0) + So s)ds a une limite finie z lorsque t — t5 . Puis 2/(t) = F(z(t)) — F(z)
lorsque t — ¢5 .

c. Si l'on prolonge z par continuité en posant x(t2) = z, alors par le théoréme de la limite de
la dérivée, le prolongement est C! et 2/(t2) = F(z) = F(x(t2)). La fonction prolongée est alors une
solution C! du probléme de CAUCHY (S) sur Pintervalle ]—t1, 2], ce qui contredit la maximalité de la
solution z. Ainsi t9 = +c0.

4. a. La fonction v(t) = ¢(x1) — ¢i(x2) a pour dérivée v/'(t) = F(¢pi(x1)) — F(d(z2)) et de plus
v(0) = x1 — x2 (par définition du flot ¢;). Pour ¢ > 0, on peut écrire ||v/(t)|| < L||¢i(x1) — ¢e(22)|| =
L|lv(t)|), et d’aprés la question 1.b, il vient |[v(t)]| < [|v(0)||eX = ||z1 — x2|le™*

Pour les t négatifs, on renverse le sens du temps en posant w(t) = ¢_¢(x1) — ¢_¢(x2) pour tout t € R,
on a w'(t) = —F(¢_(x1)) + F(¢d—t(z2)) et on procéde comme pour v : ||w'(t)|| < Lljw(¢)|], d’ou
lw®)]] < [lo1 — z2]le™

Ainsi on a bien ||¢y(21) — ¢e(x2)| < [lo1 — 22" pour tout ¢ € R.
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b. Fixons (t,29) € R x R Pour (s,z) au voisinage de (¢, zg), on a

165(x) = d(wo)ll < llgs(x) = Ps(w0) | + | ds(w0) = dulwo) | < ¥l & = wol| + [ ps(w0) — (o)l

Lorsque (s,z) tend vers (t,xg), on a ez — 29| — 0 et ¢s(zg) — ¢¢(xo) (puisque la solution
s +— ¢s(xg) du probléme de CAUCHY (S) est de classe C1), donc ||¢s(z0) — ¢¢(w0)|| — 0. On conclut
que ||¢s(z) — ¢¢(z0)|| — 0 et la continuité de ¢ sur R x RY est prouvée.

5. a. Soit z9 € R? et s € R. La fonction f : t — ¢y(¢s(20)) est la solution du probléme de CAUCHY

(s {y'm = F(y(t))
y(O) = ¢s(x0)-

La fonction g : t — ¢ris(x0) est elle aussi solution de (S’). Or d’apres le théoréme de CAUCHY-
L1PSCHITZ le probléme de CAUCHY (S”) posséde une unique solution maximale, donc les fonctions f
et g coincident sur R, ainsi ¢ 0 ¢ps = dy4s.

b. On a en particulier ¢; 0 ¢_; = ¢9 = Idga et de méme ¢_; o ¢; = Idga, donc ¢; et ¢p_; sont deux
bijections de R? sur R, réciproques I'une de I’autre. Elles sont toutes les deux continues (d’aprés la
question 4.a), donc ¢; est un homéomorphisme de R¢ sur R<.

6. a. La matrice A est trigonalisable dans My(C) : il existe P € GL4(C) et T' € M (C) triangulaire
supérieure telles que T = PAP~!. Soit § > 0 et D = diag(é,...,6%). Alors T" = DTD™! a pour
coefficients les t;; = §it;j079 = §"It;;. Or t;; = 0 sii > j, et pour j > 1, |ti;] = §7I|ti;| < M/5, ou
M = maxi<;j<altij|. Si 0 > M/e, les coefficients non diagonaux de T” sont de module inférieur a e.
Alors T, = T" et P. = DP conviennent.

b. Soit v € R? et z = P.v € C% On note P* et z* les matrices adjointes (conjuguée de la

transposée). Alors [|v]|2 = Re(z*z) = 2%z = Y0 |2k|? et v, Av). = Re(v* P¥P-Av). Or P.A = T. P,
donc

v, Av). = Re(v* PXT.P.v) = Re(2*T.z)
= Re ( 2 tkﬂk»’v’l)
1<kl<d

ot les tg; sont les coefficients de T; : tg; = 0si k > [, |tg| < e si k <! et Re(tgr) < 0. On obtient

d
o, Avpe < D0 elallzl + D) Reltan) |2kl
=1

1<k<I<d =

On a |zx||2z]| < M < z¥z; en notant u = max(Re(t11), ..., Re(taq)) = )\nsla(ﬁ) Re(A) < 0, il vient
€Sp

d
(v, Av)e < Z e(z*2) +u Z |z = d(d2_1)
k=1

1<k<l<d

e(2%z) +u(z*z2).

On choisit € assez petit de sorte que @5 < —4 par exemple (on rappelle que u < 0 et u ne dépend

que de A), ce qui donne (v, Av). < 5(2%z2) = —%Hng (avec o = Lgl)

7. a. La fonction t — ¢;(z0) — a est de classe C1, de dérivée F(¢;(w)). L’application N : x — ||z||?
est C! sur RY (car le carré d’une norme euclidienne est une fonction polynomiale) ; sa différentielle en
x est DN (z)h = 2{x, h)). Par composition, on calcule la dérivée

lloezo) = al? = 2((outw) o Flor(ao).
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Considérons le développement limité de F en a a lordre 1 : F(z) = F(a) + DF(a)(z —a) +r(x —a) =
A(x — a) + r(x — a), avec r(h) = o(h) au voisinage de 0. Alors

L loutro) — all> = 2({61(w0) ~ 0, A(u(wo) — a) ) + 2 du(ao) — a,(¢u(x0) — ) )
—2a]|1(0) — al]* + 2| n(w0) — al - [ (¢1(x0) - a)|

(on a utilis¢ la propriété (1) du produit scalaire et I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). Sachant que
r(h) = o(h) au voisinage de 0, il existe n > 0 tel que : |h]| < n = |r(h)] < %|h|. En reportant
dans l'inégalité précédente (avec h = ¢.(z9) — a), on obtient exactement le résultat voulu.

b. Ona0e J (car xp € V). Vu sa définition, J est un intervalle de la forme [0,7"] ou [0, 7] (avec
T éventuellement infini).

On a donc, pour tout ¢ € [0, T, ||¢¢(z0) — al| < n, Aot &{|d¢(z0) — al|? < —al|ét(z0) — al|>. Le lemme
de GRONWALL (question 1.a) entraine alors : ||¢(zo) — al|? < ||xo — al|?e~

Supposons par Pabsurde T' < +00. En faisant tendre t vers T, il vient || g7 (o) —al| < |lzo—ale™*T/? <

n. Par continuité du flot, on aura alors ||¢¢(xo) — al| < n pour tout ¢t € [T, T + §] (pour un § > 0 assez
petit), si bien que T' + 6 € J, ce qui contredit la définition de T'.

On conclut que J = R™, et de plus le calcul ci-dessus montre que I'on a, pour tout t € RY, ||¢¢(xo) —
al| < ||zo — alle=*%2, donc ¢¢(xo) tend vers a lorsque t — 400 (exponentiellement vite).

II. L’équation du pendule

W

8. La fonction Fj : R? — R?, (9> — ( .
w —sinf — qw

) convient.

La fonction Fj est de classe C! sur R? donc le probléme de CAUCHY considéré posséde une unique
solution maximale (d’aprés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ). Montrons que cette solution est définie
sur R. La fonction F est gobalement lipschitzienne : pour tous x1 = (01,w1) et 22 = (f2,ws2) € R? (en

écrivant les vecteurs en ligne par commodité), on a F(z1)—F(z2) = (wl —wha, 8in B —sin 91+q(w2—w1)) ,
d’ou
[1F(z1) — F(22)]lo < max(|wi — wa|, |61 — b2] + glwr —w2|) < (1 + g)[|z1 — z2|e.

D’apreés les résultats de la question 3, la solution du probléme de CAUCHY 2’ = F, oz, z(0) = (—0o,0)
est définie sur R, autrement dit la solution de (P) est définie sur R.

9. Le point (0,0) est un point d’équilibre du systéme différentiel : F,(0,0) = (0,0). Montrons qu'il est

attractif. Les dérivées partielles de Fy en (0,0) sont an 7(0,0) = (0,—1) et %(0,0) = (1,—q), d’ou la

matrice jacobienne :
0 1
proo- (% 1),

On calcule ses valeurs propres, on obtient (—q + v/A)/2, avec A = ¢ — 4. Si A < 0, les deux valeurs
propres ont pour partie réelle —g/2 < 0; si A > 0, les deux valeurs propres sont réelles < 0 (car
VA < q). Dans tous les cas, les hypothéses de la question 7 sont remplies : F; est C 1 lipschitzienne,
F,(0,0) = (0,0) et DF(0,0) est a valeurs propres de parties réelles strictement négatives. On en déduit
que (0,0) est un point d’équilibre attractif : si z(0) = (—6p, 0) est assez proche de (0, 0) (c’est-a-dire si
6y est assez petit), alors z(t) — (0,0) quand ¢ — +oo, i.e. O(t) et 0'(t) tendent vers 0.

4 (cos @) = 0, puis on intégre :

10. On multiplie I'équation §” + sin@ = 0 par ¢’, cela donne 3 ) —
2(cosO(t) — cosby).

t(0/2
pour tout ¢ € R, &/(t)? — 2cosd(t) = 6'(0)? *QCOSQ( ), ie. 0/(t)? =
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On en déduit que cos@(t) > cosfl pour tout t, donc @ est a valeurs dans E = cos™([fp,1]) =
Ukez[—00 + 2km, 6 + 2k7]. Les composantes connexes de E sont précisément les segments [—6y +
2km, 0y + 2km] ; comme la fonction 6 est continue sur R, elle prend toutes ses valeurs dans une méme
composante connexe de E, & savoir celle qui contient 0(0), d’ou () € [—6p, 0o] pour tout t € R.

11. a. La fonction vy — (cos~y — cosfy)~/? est continue sur |—6p, o[ ; un développement limité en
_ . —-1/2 Cte . C
donne : (cosy — cosfy) /2 ~ Oy — ) sin = donc cette fonction est intégrable au
( 77~ (= msin) o

voisinage de 0. Par parité, elle 'est aussi en —6g, si bien que 7 < +o00.

On a 0”(0) = sinfy > 0 (on rappelle que 0 < §y < 7) et '(0) = 0, donc §'(s) ~ ssinfy au voisinage
de 0, si bien qu’il existe t > 0 assez petit tel que 6’ > 0 sur |0, t] Ainsi I # .

Soit ¢ € I, on peut écrire, pour tout s € |0, ¢] \/2 cosf(s) — cosbp) > 0, d’ou

'(s) f
ds = ds = t.
\/2 cos 0(s) — cosbp) 0

On effectue le changement de variable v = 6(s) (bijection C! de ]0,¢] sur |6, 0(¢)]) :

dy
t= — - b
V2 J)_g, Vcosy —costy (b)

Vu que 0(t) < 6y, il vient ¢ < 7, ainsi [ est majoré par .

b. Soit ¢ = supI. On a #'(t) > 0 pour tout ¢ € I donc (o) = 0; si on avait 6'(c) > 0, alors
par continuité il viendrait 8’ > 0 au voisinage de o et o ne serait pas la borne supérieure de I. Donc

0'(0) =
L’intégrale premiére de la question 10 donne alors &'(0)? = 0 = 2(cos §(c)—cos ), i.e. cos O(c) = cos Oy,
d’ou §(o) = £6y. Comme €' > 0 sur l'intervalle |0, o[, on a 6(c) > 0(0) = —6y, donc 6(c) = 6.

Enfin on fait tendre ¢ vers o~ dans I’égalité (b) de la question 11.a, ce qui donne

N I B
V2 J_ g, +/cosy —cosby B

g =

(vu que 0(o) = bp).

c. Les fonctions 9y : t — O(7+t) et 1y : t — O(7—t) sont solutions du méme probléme de CAUCHY

P (t) + sinp(t) =
¥(0) = 0()
¥'(0) =0

(car ¢'(7) = 0), donc elles sont égales.

Pour ¢t = 7, on en déduit que §(27) = 6(0) et 0'(27) = —6’(0) = 0. On montre ensuite de la méme fagon
que les fonctions ¢t — 60(t) et t — 6(t + 27) sont égales (elles sont toutes les deux solutions du probléme
de CAUCHY (Fp)). Ainsi 6 est 27-périodique. C’est la plus petite période, en effet 6 est strictement
croissante sur [0,7] donc 0(¢) > 6(0) sur 0, 7], et aussi sur 7,27 grace a I'égalité de 11 et 12, donc
le plus petit ¢ > 0 tel que 6(t) = 6(0) est 27.

1) sin( Bo— 20-1) et le changement de variable
2.

12. La relation trigonométrique cosvy — cosfy = 2sin(

2
v = sy dans 'intégrale ménent au résultat voulu avec A =

—1/2
1 0 1—1s)6
13. On note pour alléger les calculs f(s,6p) = o [sin<(+2s)0> sin((;)o)]
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e Pour tout s € [0, 1], hn& F(s,00) = 2(1 — s%)7Y2 et si 0 < 6y < /2, on dispose de la domination
047

(grace a I'inégalité de concavité sint > 2¢ pour ¢ € [0, 3]). La fonction s — (1—s%)~
sur [0, 1[, on en déduit par convergence dominée que

1/2 gtant intégrable

lim T(6y) = =4 Arcsinl = 2.

=4
0p—0+ J v1-— 82

e D’autre part, lorsque 6 tend vers 77, il résulte du lemme de FATOU que l'on a (dans R U {+00}) :

1 1
f liminf f(s,6p)ds < limian f(s,00)ds
0

0 Oo—om— Oo—m—

Or
(1+s)7 (1—sm\ ] (1—s)m\ !
liminf f(s,6p) = 7|sin| ———— | sin| ———— = rsin| ———— = g(s)
Op—m— 2 2 2
(les deux sinus sont égaux car @ + @ = m); au voisinage de s = 1, la fonction g(s) est
équivalente & —=, donc So g(s)ds = +0o. On obtient 191(2 iﬁnf S(l] (s,00) ds = +00, ce qui revient & dire
que lim T(Oo) = +00.
Op—m—
. o e 1 N
14. a. On majore la somme & ’aide d’intégrales : pour tout n € N*, ——— < ———, d’on
n?m4+r ), 22+
+x +00 +00
1 dt 1 d C
ngf QZZJ e R (t = uy/r)
nem +r o Bm24+r  \r)y urr?+1  \r

n=1

b. La fonction o est la somme d’une série de fonctions holomorphes sur C\nZ. Il suffit de prouver
la convergence uniforme de cette série sur tout compact de C\nmZ pour pouvoir conclure que o est
holomorphe (car ’holomorphie est préservée par limite uniforme).

Soit K un compact contenu dans C\7Z et N un entier tel que K soit contenu dans le disque D(0, N7).
La série an N +1<ﬁ + 5 +1mr) est normalement convergente sur le disque D(0, N7) en effet, pour

tout n = N + 1,

2z
n2m2 _ 2

< 2N«
= (n2 _ N2)ﬂ.2

1 1
sup

+ = sup
|z|<Nm |2 —NT  z+nm

|z|<Nw

On en déduit aussitot la convergence uniforme sur K de la série qui définit o.

1 1
zZ—nm + z+nm
D(0,1) (on domine par ﬁ), donc sa somme est continue sur ce disque. Cela signifie que o(z) — 1
posséde une limite finie en 0. D’autre part un développement limité en 0 de la cotangente donne

o(z) — cotanz = o(z) — 1 + o(1), ainsi A est prolongeable par continuité en 0.

c. Comme précédemment, la série > ( ) est normalement convergente sur le disque
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La fonction cotangente est m-périodique ; montrons que o l'est aussi : pour tout z € C\7Z, on a

()= 1 1+§: Lo, 1
oz 1m -
N—+owo \ 2 zZ—nm Z +nmw

n=1
N
. 1
= lim Z ;
N—+0ow zZ+nm
n=—N
N+1 1

a(z ! ﬂ—) - NEIEOO n—ZZJVJrl

A 1 1
= 1' — = .
M <n_2 ctnm  z-Nm | z+(N+1)7r> o(2)

Z +nmw

N

Par conséquent A est m-périodique sur C\Z. On en déduit qu’elle est prolongeable par continuité en
tout point de Z (puisqu’elle l'est en 0). Enfin 'imparité est évidente.

d. On pose z = x + iy, avec |z| < T et par exemple y > 7 (le cas y < —= est analogue par

2
imparité). On a d’'une part

e + e % e Vel + eYe ey +eY 1 1
| cotan z| = |— —| = 4 —| < = < ,
e —e ® e Yelt —eYe® e¥y—e ¥ thy thw
et d’autre part, pour o :
o 2
|o(2) Z ‘ZQ n2m 2’
on a 22 —n?r? = 22 —y? —n271? 4+ 2izy donc |22 —n?72| = n?w? + 4% — 22, et A l'aide de la question 14.a,
1 & 2|2 1 202
o(2)| < = i
oSt D e S
Sachant que |z| < %, on obtient
1 C(r+2y)
lo(2)] < —
s 2 w2
1

et ceci est borné pour y € [, +oo[ (car la fonction y — (7 + 2y)(y* — %2)_1/2 est continue sur cet
intervalle et converge quand y — +00). Ainsi o et la cotangente sont bornées sur le domaine considéré,
A aussi.

e. La fonction A est continue sur le compact défini par |z| < F, |[y| < 7, donc elle y est bornée.
Joint au résultat de la question précédente, ceci prouve que A est bornée sur la bande d’équation
|z| < 5. En outre A est m-périodique, elle est donc bornée sur C.

Par ailleurs A est holomorphe sur C\Z et continue en tout point de Z; ceci entraine qu’elle est
holomorphe sur C (les points de 7Z sont des singularités effagables).

On conclut a 'aide du théoréme de Liouville que A est constante sur C. Enfin A(0) = 0 (par imparité),
donc A est la fonction nulle.

15. a. La série qui définit o(2) — 1 converge uniformément sur tout compact inclus dans |-, [ (vu
en 14.b), ce qui permet d’intégrer terme a terme entre 0 et ¢ € |0, 7| :

[t B (v )
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or o = cotan, ce qui conduit aisément a 1’égalité voulue :

m(ﬁ) =7§ <1n<1 - n;) +ln<1 n n;)) :im(

12
7r2>'
b. Pour ¢ € |0, [,

t 1 +00 2 +00 +00
\/; =P (_27;1111(1 N n2ﬂ'2>> = exp ( Z Z knzkﬂ2k>

n=1k=1

Grace au théoréme de FUBINI-TONELLI, la somme double s’écrit en fait Zzool btk avec des coeffi-
cients by, = 0. La composée de deux séries entiéres a coefficients positifs est encore une série entiére a
coefficients positifs :

+00 P 4o
VpeN, (Z bktk) = Z bkﬂ,tk avec des coefficients by, > 0,

puis
+00 +o0 +o0
exp (Z bktk> Z Z bk,p = Z aktk
k=1 k=0

avec des coeflicients a; = 0. Tous ces calculs sont llcltes car ce sont des sommes de termes positifs,
qu’on peut donc réordonner et sommer par paquets a loisir.

16. On note h(t) = 4/ L ; alors I'égalité de la question 12 s’écrit, pour tout 6 € |-, [,

T(f) = 4f01 h<(1 +2S)90)h<(1 _28)9°> \/%.

On remplace h par son expression en série entiére et, tout étant positif, on peut intervertir les sommes
et 'intégrale :

3 1+ s)09 (1—2s)00\" ds nt
T(6o) —42 Zanapf( 5 ) ( 5 ) mzll Z An 00"

n=0p= (n,p)eN?

ot les A, ) = apa,2™ "7 Sé(l +5)"1/2(1—5)P~1/2 ds = 0. Tous les termes sont positifs, donc la somme
double peut étre réarrangée en regroupant par puissance de 6y sous la forme >, ckﬂo, avec des
coefficients ¢ = 0.

III. Conjugaison topologique de flots

17. a. La solution du probléme de CAUCHY 2/(t) = thz(t), 2(0) = x¢ se calcule aisément : on trouve
x(t) = Argsh(e!shzg) (ott Argsh est la fonction argument sinus hyperbolique, bijection réciproque de
sh). On en déduit que ¢4(zg) = Argsh(e’ shag) pour tous t et zg € R.

De méme, 1);(xq) = etxg.
La fonction h :  — shz est un homéomorphisme de R sur R qui conjugue les flots ¢ et .

b. Le flot de —G est w;(zg) = e txg. Supposons par 'absurde l'existence d'un homéomorphisme
h tel que h o ¢y = wy o h pour tout ¢ € R, c’est-a-dire h(Argsh(e! shz)) = e th(z) pour tous t,z € R.
Prenons x = 1 par exemple et ¢t — +o0 : alors Argsh(e!sh1) — 400 donc h o ¢ (1) diverge, tandis que
wi o h(1) = e7th(1) tend vers 0. L’homéomorphisme h ne peut donc exister.
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18. a. Les flots de A et B sont : ¢y(x) = e et y(x) = eBa. Si l'on note 2 = (w1, x2), alors
¢i(z) = (elz1, e twy) et y(x) = (elwy, e 3xy). L'homéomorphisme h : R? — R2, (z1,12) — (1, 23)
répond & la question : h(¢y(z)) = (elxq, e 3a3) = b (h(x)) pour tous t et x.

b. Supposons par 'absurde qu’il existe un difféomorphisme h tel que ho ¢, = 1,0 h pour tout t, i.e.
(&) h(etdz) = etBh(x) pour tous t et z. Pour z = 0, on a h(0) = ¢*Bh(0), or le seul point fixe du flot 1)
est 0 donc h(0) = 0. On dérive 'égalité (¢) par rapport a t (a x fixé) : Dh(etAx)(Aet4x) = Be!Ph(x); en
particulier pour ¢ = 0 on obtient 1'égalité (©) : Dh(z)(Ax) = Bh(x). Ensuite on calcule un développe-
ment limité & Pordre 1 de chaque membre de (V) quand  — 0 : Bh(z) = Bh(0) + B Dh(0)x + o(z) =
B Dh(0)x + o(x) ; d’autre part |[Dh(z)(Ax) — Dh(0)(Ax)|| < ||Dh(x) — Dh(0)]||.||Az|| = o(z) (car
IDR(z) — Dh(0)||| — 0 et ||Az| = O(x)), donc Dh(x)(Axz) = Dh(0)(Az) + o(z). En égalisant les dif-
férentielles en 0 dans (©), on obtient Dh(0)(Ax) = B Dh(0)z. Ceci est vrai pour tout vecteur =, donc
on a l'égalité de matrices PA = BP, ou P = Dh(0). Or P € GL4(R) (car h est un difféomorphisme)
donc A = P7'BP est semblable & B, ce qui est absurde.

19. Notons ¢ et ¢! les flots de Fy (non amorti) et Fy (amorti). Soit # = (—6p,0) avec 6y € 0, 7[,
alors la fonction t — ¢9(x) est périodique (non constante) d’aprés 1’étude de I1.B (question 11.c). Pour
¢! au contraire, on a vu que le point d’équilibre (0,0) est attractif (question 8), donc il existe n > 0
tel que, si ||z| < 7, alors ¢} (z) tend vers 0 quand ¢t — +00. Suposons par I'absurde qu'il existe un
homéomorphisme h tel que ho@? = ¢} oh pour tout ¢ et tel que h(0,0) = (0,0). On prend fy > 0 assez
petit pour que ||h(—0p,0)|| < 7, alors ¢ o h(—6p,0) — 0, tandis que h o ¢Y(—6p,0) est périodique, ce
qui est contradictoire.

|? par rapport & t en utilisant le

20. Calcul assez similaire a celui de la question 7.a : on dérive ||¢¢(z)
fait que la norme est euclidienne :

& (@) = 2 (outo), Gonla) )y = 2((nla). Flon(o)))
:2<<¢t( ,Agy( >>+2<<¢t (£ — A)(¢e(x ))>>

La fonction F' — A est §-lipschitzienne et nulle en 0, donc ||(F — A)(y)|| < §|lyl| pour tout y, d’ou, en
utilisant en outre la propriété (1) du produit scalaire et 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

%(H@( W) < —2allée(@)]” + allde(2)]* = —allg(2)[*.

On applique le lemme de GRONWALL (question 1.a), qui fournit exactement les deux inégalités sou-
haitées pour t = 0 et t < 0.

Enfin on remarque que ¢:(x) # 0 pour tout ¢ (d’aprés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ, si ¢¢(z)
s’annule pour un ¢, alors c’est la solution nulle pour tout ¢ € R). Par conséquent la fonction ¢ — ||y (z)]]
est strictement décroissante (puisque % (||¢(2)]|2) < 0); de plus les deux inégalités fournies par le
lemme de GRONWALL montre que ||¢¢(z)|| tend vers 0 quand ¢ — +00 et vers +00 quand ¢ — —o0.
C’est donc une bijection de R sur R .

21. Le flot de —Id est : ¥(z) = e tx. L’hypothése de conjugaison s’écrit donc : ¢ (h(z)) = h(e~tx)
pour tous ¢ € R et z € RY, autrement dit h(z) = ¢_;(h(e~'z)). Pour 2 # 0, on choisit ¢ = In|[z|| et on

obtient bien h(x) = ¢_ )i (h(/[z[])) = G- 1njay (2/[|2]))-
D’autre part, en prenant x = h=(0), on a 0 = ¢;(0) = h(¢;(h~1(0))) pour tout ¢, donc h=1(0) reste
fixe sous le flot ¥, or son seul point fixe est 0, donc h=1(0) = 0, i.e. h(0) =0

22. a. Le flot ¢ est une fonction continue sur R x R%, par conséquent il est clair que H est continue
sur R%\ {0}. Prouvons la continuité de H en 0. Pour |lz| < 1, Iinégalité de la question 20 (pour
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t = —In|jz|| > 0) donne

T
‘=Hx\

1 ()] < el
]

‘a/2

donc H(x) — H(0) = 0 quand = — 0.

La vérification du fait que ¢, 0 H = H o1 ne fait pas difficulté : pour tout ¢ et tout x # 0, ¢¢(H(z)) =
Gr—n|jz)| (z) (00 2’ = z/||z|| pour abréger) et H (1 (x)) = H(e™'x) = ¢_1nje—ta) (") = dp_tnfja) (2').

b. La question consiste a trouver ¢t € R tel que v = ¢_;(x) soit de norme 1. Un tel ¢ existe et il est
unique car la fonction ¢t — ||¢¢(x)|| est une bijection de R sur R (question 20).

On a donc ¢y, (u(z)) = z. On applique les inégalités de la question 20 : Si f(z) > 0, il vient
]l = ||Pg() (u(z))] < e=@)/2 (car u(x) est unitaire), et si f(z) < 0, 'inégalité est renversée. Dans
les deux cas, il en résulte que |0(z)| < 2|Inl|z|||.

Continuité de € et u : Soit (z,,) une suite dans R%\ {0}, convergeant vers x # 0. La majoration de |6(zy,)

|
obtenue & l'instant montre que 6(x,,) est borné ; u(x,) aussi par définition. On extrait de ((zy,), u(x,))
une sous-suite convergente (6(zy, ), u(zy,)), de limite (7,v). On a ||v|| = 1 bien sar et

¢r(v) = lim g(z,, ) (u(wn,)) (par continuité de ¢)

= limz,, ==,

donc (7,v) = (6(x),u(x)). La suite bornée (0(x,,), u(x,)) posséde donc une unique valeur d’adhérence,
égale & (6(z),u(z)), donc elle converge vers cette valeur. Ainsi les fonctions 6 et u sont continues sur
R4\ {0}.

c. Pour tous z,y € R {0}, on a

T

y=H(x)=¢_1q| () = (0),uly) = <_ il 93)

] ]

— lall = e et @ = [|z]luly),

donc pour y # 0 donné, il existe un unique z tel que H(z) = y, a savoir z = e~?@u(y). Ceci prouve
que H est une bijection de R?% sur R%, dont la réciproque est

H Y(y) = e 'Wy(y) pour tout y # 0,

H'(0) =0.
La continuité de H~! sur R%\ {0} résulte de la continuité de 6 et w. Il reste a prouver la continuité
en 0. Remarquons d’abord que H(xz) = z pour tout  de norme 1, que ||H(x)|| < 1 si ||z|]| < 1 (car
—Infjz|| > 0 et t — ||¢¢(x/||x||)|| est une fonction strictement décroissante) et de méme ||H(x)| > 1 si
||lz|| > 1. Ainsi H laisse stable la boule B(0, 1) ainsi que son complémentaire. Il en va donc de méme pour
H~'. La restriction de H & K = B(0,1) est donc une bijection continue de K sur K ; par compacité
¢’est automatiquement un homéomorphisme, en particulier H~! est continue en 0. Finalement, H est
bien un homéomorphisme de R? sur R¢.

IV. Conjugaison de difféomorphismes

23. On montre que ¢ + m est bijective & 'aide du théoréme du point fixe. Pour x,y € B, 'égalité
y = {(z) + m(z) équivaut & x = £~1(y —m(z)). La fonction z — ¢~1(y — m(x)) est contractante (de
rapport K [||[¢71]||z < 1) donc elle posséde un unique point fixe z dans 'espace de BANACH B, qui est
donc 'unique antécédent de y par £ + m.
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Il est clair que £ +m est (|||¢||| 5 + K)-lipschitzienne. Soit y,y’ € B et x, z’ leurs antécédents par £ +m,
onax—a =01 y—y —m(z)+m(z')) donc

le = 2/ls < N gly — olls + KN plle - .
ot =
le - ollp < — M Ms oy
T K1,

ce qui prouve que (£ 4+ m)~! est lipschitzienne. Ainsi £ 4+ m est un homéomorphisme bi-lipschitzien de
B sur B.

24. a. Lemme. On munit C? de ||-||oo. La norme subordonnée associée sur M4(C), notons-la ||| -
vérifie, pour toute matrice M € My(C),

lloos

QL

1M, < fgfg mz‘j|~

(En fait il ya égalité mais nous n’aurons pas besoin de le savoir).

En effet pour tout = € C? tel que ||z < 1,

d

Z M

|Mx|o = max,

d
Z mj].-

On suppose que les valeurs propres de A sont de module < 1. Comme & la question 6.a, étant donné
€ > 0, on peut trigonaliser A = PTP~! dans My(C) de sorte que les coefficients non diagonaux de T'
soient de module < . Munissons alors R? de la norme ||z|| = ||[P~'z||o.. Pour la norme subordonnée
associée (sur My(R)), on a

ANl = sup 1P~ Az o

zeRY, || P~ 1z||n<1

<  sup [[PT'APyly,  (y=P 'a)
yeC, lyllor <1

< swp o [[Tyllo = [IT1l
yeC?, ||yuoo<1

ou p(A) désigne le rayon spectral de A; il est strictement inférieur a 1 par hypothése, ce qui permet
de choisir € > 0 de sorte que p(A) + (n — 1)e < 1. On obtient ainsi ||| Af|| < 1.

b. On factorise le polynéme caractéristique de A en séparant les valeurs propres selon que leur
module est plus grand ou plus petit que 1 : x4 = P, P, ol

P, = H (X — /\)m(A)7 P = H (X — )\)m()\)’

AeSp(A), [A\|<1 AeSpP(A), [A|>1

les m(\) désignant les multiplicités des valeurs propres complexes de A. Les deux polynémes P, et P,
sont & coefficients réels, en effet si A est une valeur propre de A de module < 1 par exemple, alors A
est aussi une valeur propre de A de module < 1 et m(\) = m()). Ainsi P, = P, ; de méme pour P,.
De plus ces deux polynémes sont premiers entre eux (pas de racine commune dans C), donc par le
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lemme des noyaux (et le théoréme de Cayley-Hamilton), on a R? = E, @ E, ou E, = Ker P,(A) et
E, = Ker P,(A). Ces deux sous-espaces de R? sont stables par A.

Considérons A, l'induit de A sur E,. Il est annulé par le polynome P, donc ses valeurs propres
complexes sont de module < 1. D’aprés la question 24.a, il existe une norme ||| sur E, telle que
lAq]ll < 1. De méme, les valeurs propres complexes de A, sont de module > 1, celles de son inverse
sont de module < 1 et il existe une norme |-||, sur E, telle que [||A;"}]|| < 1. 11 suffit pour finir de
normer R? en posant, pour tout € R%, ||z|| = ||zalla + |||, o0t & = 24 + 2, est la décomposition de
x dans E, ® E,.

25. Raisonnons avec fi. D’aprés la question 23, elle est bijective de R? sur R%. Montrons que sa
différentielle en tout point z € R? est inversible. On a D f;(x) = A+ Dgi(z) et || Dg1(2)|]| < ¢, en effet
pour tout h € RY et tout t € R%, on a || fi(x + th) — fi(z)| < et||hl], don

!
1Dg1(@)nll = lim {lfi(@ +th) — f(@)l] < el

Comme ¢|||A7L||| < 1, la matrice A + Dg;(x) est inversible (cela résulte aussi de la question 23, ou
plus simplement, en notant B = A~!Dg;(z), du fait que I; + B est inversible car || B|| < 1, d’inverse
S BY done Dfi(z) = A(I; + B) est inversible).

Le théoréme d’inversion locale, appliqué a fi, bijection de classe C'', montre alors que f; est un C'-
difféomorphisme de R? sur RY.

26. Les espaces B, et B, (munis de ||-||p) sont des espaces de BANACH.

On applique le résultat de la question 23 a L, avec £, : ¢ — —A,0p et m, : ¢ — @o f1 (avec
¢ € B,). L’endomorphisme ¢, € L£(B,) est continu et inversible d’inverse £, ! : ¢ — —A-1o ¢,
et |47 < |IlA7Y||. L’application m,. est linéaire et I-lipschitzienne (|j¢ o fi|lp < ||¢|/B). Comme
1 x [|A7Y| < 1, Ly = £ + m, est une bijection bi-lipschitzienne de B, sur B,, ce qui signifie que
L,e L(B,) et L' e (B,).

On procéde de maniére similaire avec L, mais en échangeant les roles des deux termes : posons £, : ¢ —
o fi (dans B, cette fois) et mg : ¢ — —A, 0 . Alors £, € L(B,) est continu et inversible, d’inverse
1o o frlbet 16M = 1; mg est ||| Ag|-lipschitzienne. Comme 1 x || Agll| < 1, L = €4 + mq
est une bijection bi-lipschitzienne de B, sur B,.

Sachant que B = B, @ B,, il en découle immédiatement que L = L, @ L, est inversible, d’inverse
L=' = L;'@L; . On vérifie sans peine la continuité de L : pour toute fonction f = f, + f. € B,® B,,

LB = [La(fa) + Le(fr)ll B < | Lalll g, I fallz + I Lelll 5, Ml -]l 5
(1 Zalllg, + 1 Zrll 5,) max(|| fall 5, || ]| 2)

or, vu la définition de la norme sur R? (question 24.b), on a

<
<

Iflle = Slg)dllfa(w) + fr(@)| = Slgd(llfa(ﬂf)ll + [ (@)l = max(|[ fall 5, | f+]| B)

dou |L()llz < (ILall g, + Lrlll 5, )If] 3. Le méme argument montre la continuité de L~'. Notons
en outre que les normes de tous ces endomorphismes et de leurs inverses, notamment [|L~![||5, ne
dépendent que de ||| A, L]|| et |||Aq]|| mais pas de e. Cette observation servira & la question suivante.

27. L’énoncé comportait une erreur a ce stade : il faut supposer que les fonctions gy et go sont bornées
(en plus d’étre lipschitziennes).

En développant les composées, on écrit

(Id+¢)ofi— foo(Id+¢) = L(p) + M(¢) + 1

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 38


www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe spéciale de mathématiques

ou L est 'automorphisme de la question précédente et M (p) = —go o (Id + ). La fonction M : B — B
ainsi définie est lipschitzienne : pour tous ¢,y € B,

[M(p) = M(4)|[B = sup [[g2(z + (x)) — g2z + ¥ (2))[| < € sup [[p(x) —P(@)| = elle — ¢

rzeR4 reR4

Si on choisit € assez petit de sorte que £||L71||z < 1, alors d’aprés la question 23, L + M est une
bijection de B sur B, d’ou l'existence et 'unicité d'un ¢ € B tel que L(p) + M(p) = —g;.

28. En supposant € assez petit, le raisonnement précédent montre que chacune des 4 équations sui-
vantes

(Id+@)ofi=fao(ld+y) fro(d+9)=(Id+y)o fa
(Id+x)o fi = fio(Id+ x) (Id+w)o fo = foo (Id + w)

posséde une unique solution ¢, ¥, x,w dans B. Les deux derniéres admettent pour solution évidente
X =w=0.

On remarque que

(Id+p)o(Id+)ofo=Id+¢)o fro(Id+1) = fro(Id+¢)o (Id + )

et que la fonction (Id + ¢)o (Id+ ) = Id+w avec @ =+ po(Id+ ) € B. On a donc (Id +@)o fo =
fo o (Id + @), d’ou par unicité © = w = 0. Cela signifie que (Id + ¢) o (Id + ¥) = Id. On montre de
méme que (Id + ) o (Id 4+ ¢) = Id. Ainsi Id + ¢ est un homéomorphisme de R sur R¢, de réciproque
Id + 4.

Conclusion : les difféomorphismes fi = A + g1 et fo = A 4+ go sont conjugués par ’homéomorphisme
h=Id4+¢:onahofioh = f,.
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Annexe A

Liste des lecons de mathématiques pour le
concours spécial 2021

101 Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

105 Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

106 Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.
107 Représentations et caractéres d’'un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.

108 Exemples de parties génératrices d'un groupe. Applications.

120 Anneaux Z/nZ. Applications.

121 Nombres premiers. Applications.

123 Corps finis. Applications.

126 Exemples d’équations en arithmétique.

141 Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
142 PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

151 Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et
applications.

152 Déterminant. Exemples et applications.

153 Polynoémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’'un endomorphisme en dimension
finie. Applications.

156 Exponentielle de matrices. Applications.

157 Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

158 Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

159 Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

162 Systémes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences
théoriques.

190 Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement.

191 Exemples d’utilisation des techniques d’algébre en géométrie.

203 Utilisation de la notion de compacité.

208 Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
213 Espaces de HILBERT. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

214 Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples et applications en analyse
et en géométrie.
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215 Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.
219 Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.

220 Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de solutions en dimension
1 et 2.

222 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.

226 Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un+1 = f(uy). Exemples.
Applications & la résolution approchée d’équations.

228 Continuité, dérivabilité, dérivation faible des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et
applications.

233 Analyse numérique matricielle. Résolution approchée de systémes linéaires, recherche d’éléments
propres, exemples.

234 Fonctions et espaces de fonctions LEBESGUE-intégrables.
235 Problémes d’interversion de limites et d’intégrales.

236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs
variables.

241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

245 Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications.

246 Séries de FOURIER. Exemples et applications.

250 Transformation de FOURIER. Applications.

262 Convergences d’'une suite de variables aléatoires. Théorémes limite. Exemples et applications.
265 Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.

266 Illustration de la notion d’indépendance en probabilités.
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